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GÉOMÉTRIE 


l. Géométrie descriptive 


(La géométrie descriptive doit être traitée non comme une discipline 
v'parée, mais comme une partie de la géométrie, où sont étudiés quelques pro- 
blèmes de représentation de figures de l’espace. Les notions de géométrie des- 
rriptive, et, plus généralement, l'opération de projection sur des plans conve- 
nablement choisis trouvent leur emploi, soit comme moyen de recherche, soit 
comme moyen de représentation, dans de nombreuses questions, par exemple : 
svmétries du cube, du tétraèdre régulier, projection orthogonale d'un cercle, etc...) 


Représentation d'un point et d'un ensemble de points à l'aide de pro- 
jections orthogonales sur deux plans rectangulaires. Vocabulaire relatif 
aux droites et plans occupant des positions particulières par rapport aux 
plans de projection. 

Changement de plan frontal, changement de plan horizontal. 

Représentation des droites et des plans ; problémes d'intersection, de 
parallélisme, d'orthogonalité (une fois expliquées les solutions géométriques 
de ces problémes, on se bornera à traiter quelques exercices d'application 
simples, en utilisant éventuellement un changement de plan). 

Probléme de la perpendiculaire commune à deux droites et de leur 
plus courte distance: 


1? Lorsque les deux droites sont horizontales (ou frontales) ; 


29 Lorsque l'une d'elles est verticale (ou de bout). 

Rotation autour d'un axe vertical ou de bout (liaison avec l'étude de la 
transformation par rotation). 

Rabattement d'un plan sur un plan horizontal ou frontal (liaison avec 
la transformation par affinité plane). Relévement. 

Distance de deux points, d'un point à une droite, d'un point à un plan ; 
angle de deux droites. 


Il. Compléments de Géométrie orientée 


19 Géométrie plane. — Angle orienté de deux demi-droites ou de deux 
vecteurs (rappel). Angle orienté de deux droites. 

Mesure, dans un plan orienté, d'un angle orienté de deux demi-droites, 
de deux droites. Formules de Chasles. Repérage d'une direction d'axe ou 
de droite dans un plan orienté muni d'un axe polaire : angle polaire. 


29 Géométrie dans l'espace. — Orientation d'un triédre, comparaison 
des sens de deux triédres orientés. 

Orientation de l'espace. Espace orienté par le choix d'un triédre 
orienté. 
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III. Compléments sur le cercle en géométrie plane 
et sur la sphère 


1° Ensemble des points M d'un plan tels que, A et B étant deux points 
— — 


de ce plan, l'angle orienté de vecteurs (MA, MB), ou l'angle orienté de 
droites (MA, MB), soit égal à un angle donné ; 

2° Puissance d'un point par rapport à un cercle. Différence des puis- 
sances d'un point par rapport à deux cercles, axe radical de deux cercles. 

Cercles orthogonaux. 

Faisceaux linéaires de cercles ; faisceaux orthogonaux ; 


39 Points conjugués, polaire d'un point par rapport à un cercle ; póle 
d'une droite, droites conjuguées. 

Définition d'une transformation par polaires réciproques par rapport 
à un cercle ; transformé d'une division harmonique de quatre points alignés. 


49 Cónes et cylindres circonscrits à une sphére. 


IV. Coordonnées cartésiennes dans l'espace 
Notions de Géométrie analytique 


(Le rappel des notions de géométrie analytique plane acquises en Seconde 
et en Première interviendra naturellement à l'occasion de l'étude de divers 
chapitres du présent programme ou à l'occasion de problèmes : il ne doit 
pas donner lieu à une révision systématique). 


1? Définition d'un repére cartésien dans l'espace : axes obliques, axes 
rectangulaires, choix des unités sur les axes, vecteurs-unités ; repére ortho- 
normé. 

Composantes scalaires (coordonnées) d'un vecteur ; coordonnées d'un 
point. Représentation vectorielle d'un vecteur, d'un point, au moyen de 
leurs coordonnées et des vecteurs-unités. Paramétres directeurs d'une 
direction de droites. 

Changement de coordonnées par translation du repére. 


29 Barycentre d'un systéme de n points affectés de coefficients dont 
la somme n'est pas nulle, définition. Coordonnées du barycentre. Centre 
de gravité d'un triangle, d'un tétraédre. Transformation d'une somme 
«MA? + BMB? + yMC? ; 


39 Représentations paramétriques d'une droite. 


49 Repére orthonormé : expression analytique du produit scalaire de 
deux vecteurs. 

Distance de deux points ; cosinus de l'angle de deux vecteurs ; condi- 
tion d'orthogonalité de deux vecteurs ou de deux droites. Equation normale 
d'une droite en géométrie plane, d'un plan dans l'espace. 

quation d'une sphére donnée par son centre et son rayon. Équation 
d'un cóne ou d'un cylindre de révolution ayant pour axe de révolution l'un 
des axes de coordonnées. 

Hélice circulaire ; représentation paramétrique : 

x = a cos u, y = a sin u, z = bu; 
projection orthogonale sur un plan contenant l'axe Oz. 

(L'étude de problèmes sur les droites et les plans ; intersections, positions 
relatives, parallélisme... est en dehors du programme). 
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59 Vecteur variable fonction d'un paramètre : Dérivée vectorielle rela- 
tivement à un repère donné (indépendant du paramètre). Coordonnées du 
vecteur dérivé (repère cartésien normé). Dérivées successives. 

Dérivée d’une somme vectorielle, du produit d’un vecteur par un 
scalaire (variable), du produit scalaire de deux vecteurs. 


V. Transformations ponctuelles (plan et espace) 


19 Généralités. — Transformation réciproque d'une transformation. 
"Transformations involutives. Composition de transformations (produit) ; 
associativité. Groupe de transformations. 

29 Translation. — Révision des questions figurant au programme de 
Seconde A", C, M, Mi. Produit de translations ; groupe des translations. 

3° Déplacements et symétries en géométrie plane. Rotation autour d'un 
point ; symétrie par rapport à un point. Symétrie (orthogonale) par rapport 
à une droite (symétrie axiale). 

Produit de deux symétries axiales ; toute translation ou rotation est un 
produit de deux symétries axiales. Produits de translations, de rotations 
«t de symétries axiales : formes réduites (une translation, ou une rotation, 
ou le produit d'une symétrie axiale et d'une translation parallèle à l'axe). 

Déplacement. Forme réduite d'un déplacement ; centre de rotation. 
Groupe des déplacements. 

49 Déplacements dans l'espace. Rotation autour d'un axe ; retourne- 
ment (symétrie orthogonale par rapport à une droite). 

Produits de deux retournements (axes coplanaires, axes non copla- 
naires). Toute translation ou rotation est un produit de deux retourne- 
ments. 

Produits de translations et de rotations, forme réduite ; « déplacement 
hélicoïdal >. 

Déplacement dans l’espace. (On pourra admettre que tout déplace- 
iment est équivalent à un déplacement hélicoidal). Groupe des déplace- 
ments. 

59 Symétries dans l'espace. Symétrie par rapport à un point ; symétrie 
par rapport à un plan. Produits de deux telles symétries. 

'Toute translation ou rotation est un produit de deux symétries par 
rapport à un plan. 

6° Plans de symétrie, axes, centres d'une figure. Définitions. Exemples : 
couple de droites, couple de plans, triangle équilatéral, cube, tétraédre 
régulier. 

79 Homothétie (plan et espace). Révision des questions figurant au 
programme de Seconde A', C, M, M'. Produits de deux homothéties, d'une 
homothétie et d'une translation. Groupe des homothéties — translations. 

Applications de l'homothétie — Cercles homothétiques dans l'espace. 
Centres d'homothétie de deux sphéres, de trois sphéres prises deux à deux. 

89 Similitudes. Similitude (directe) en géométrie plane. Forme réduite ; 
“entre de similitude. 

Définition des figures semblables dans l’espace (se correspondant par 
le produit d'un déplacement et d'une homothétie positive). L'étude géné- 
ale de la transformation < Similitude» dans l'espace, la recherche d'une forme 
» cduite sont en dehors du programme. 

Rapport des aires de deux polygones plans semblables, rapport des 
volumes de deux polyédres semblables. 
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90 Affinité (Géométrie plane). Définition. Produit de deux affinités 
ayant méme axe et méme direction. Transformée d'une droite ` transfor- 
mée de la tangente en un point d'une courbe. 

Affinité orthogonale ; interprétation à l'aide d'une rotation et d'une 
projection orthogonale. 


109 Inversion. Définition. Produit de deux inversions ayant méme 
póle ; produit d'une inversion et d'une homothétie ayant pour centre le 
póle d'inversion. Cercle (ou sphére) d'inversion. 

tude, en géométrie plane seulement, des questions suivantes relatives à 
l'inversion : 

Conservation du contact; probléme de la conservation des angles. 
Transformés d'une droite, d'un cercle. Inversions pouvant échanger : une 
droite et un cercle, deux cercles. 

Transformés par inversion des cercles d'un faisceau linéaire. 


VI. Coniques 


(Le choix des définitions, l'ordre de présentation des diverses questions sur 
les coniques et, notamment, de leurs propriétés caractéristiques, ne sont nulle- 
ment imposés, ni méme suggérés, par l'ordre d'énumération adopté ci-après). 

1° Définition et propriétés caractéristiques ponctuelles de l'ellipse, de 
Phyperbole, de la parabole : 

Géométrie plane: lieu des centres des cercles passant par un point 
donné et tangents à une droite ou à un cercle donné ; lieu des points dont 
he somme ou la différence des distances à deux points donnés a une valeur 

onnée. 

Géométrie plane : Lieu des points dont le rapport des distances à un 
point et à une droite a une valeur donnée. 

Sections planes d'un cóne de révolution. Sections planes d'un cylindre 
de révolution. 

quation de l'ellipse et de l'hyperbole rapportées à leurs axes de symé- 
trie. Équation de la parabole rapportée à son axe et à sa tangente au sommet. 
tude de la courbe représentée, en coordonnées rectangulaires, par 
l'équation : 
y? — ax? + bx + c. 

2° Existence de la tangente à une conique en un point. 

Asymptotes de l'hyperbole. Équation d'une hyperbole rapportée à ses 
asymptotes. 

Propriétés élémentaires des tangentes relativement aux foyers : pro- 
jections orthogonales d'un foyer sur les tangentes ; symétriques d'un foyer 
par rapport aux tangentes. 

Notion d'enveloppe de droites, en géométrie plane, à propos de l'étude 
de l'ensemble des droites telles que la projection orthogonale d'un point 
donné sur chacune d'elles soit sur un cercle donné, ou sur une droite donnée 
et de l'ensemble des médiatrices des segments joignant un point fixe aux 
différents points d'un cercle ou d'une droite. 


39 Affinités orthogonales faisant correspondre une ellipse et son cercle 
principal; ellipse considérée comme projection orthogonale d'un cercle. 
Aire de l’ellipse. 

(L'étude des diamétres des coniques, l'extension à une conique, considérée 
comme projection ou perspective d'un cercle, des propriétés des éléments con- 
jugués par rapport à un cercle, sont en dehors du programme). 


INTRODUCTION 


CHAPITRE PREMIER 
VECTEURS — PRODUIT SCALAIRE 


l. Vecteurs (Révision) 
1. Définitions. 


Un vecteur est un segment de droite orienté, c'est-à-dire sur 
lequel on a choisi un sens de parcours. 


Soit AB ce segment ; si le sens choisi est de A 
vers B, À est dit l'origine; B l'extrémité du 
vecteur. 
Pu H " 
Un vecteur se note AB (ce qui s'énonce vec- 
teur AB). f 
On appelle support du vecteur la droite qui le 
porte. Ce support peut être un axe. 
Deux vecteurs de supports parallèles sont dits E 


— => 
parallèles ; exemple : AB et CD. Deux vecteurs B 
de même support sont dits colinéaires ; exemple : 


» — 
AB et EF. 
Un vecteur peut être déterminé : A 


a) par son origine À et son extrémité B ; L, 
b) par son origine À, son support D (ou sa direc- 
tion) son sens sur le support et sa longueur (ou module) 
mesurée avec une unité déterminée. Fig. 1. 


2. Vecteurs équipollents. 


Deux vecteurs équipollents sont deux B 
vecteurs de méme direction, de méme sens 
ct de méme module. 


Exemple : Les vecteurs AB et CD. C 
L'équipollence se note par l'égalité A 
-> — : 
AB = CD. Fig. 2. 


3. Vecteur lié, vecteur glissant, vecteur libre. 


Vecteur lié : c'est un vecteur dont le support, l’origine et le sens sur ce 
support sont déterminés. 
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Vecteur glissant : c’est un vecteur dont le support et le sens sur le 
support sont déterminés mais non l’origine. Il peut être remplacé par un 
vecteur équipollent colinéaire. 

Vecteur libre : c’est un vecteur dont la direction et le sens sont déter- 
minés. Son support parallèle à la direction et son origine sur ce support sont 
arbitraires. Il peut être remplacé par un vecteur équipollent quelconque. 


4. Relation d'équivalence. 
3 


Gë 
` 23 ^ 
Soit V un vecteur donné. L'ensemble des vecteurs tels que V = NI 
est un sous-ensemble E' de l'ensemble E des vecteurs de l'espace. 


+ 
La relation d'équipollence qui définit E' (V étant donné) est : 


a) réflexive : V = V; 
? — => — => 
b) symétrique : V=V =>V =V; 
— — — — — — 
c) transitive : V = V' et V' = V“ => V = V". 


L'équipollence est donc une relation d'équivalence. L'ensemble 


> 
E' comprenant tous les vecteurs équipollents à un vecteur V donné est 
une classe d'équivalence dans l'ensemble E de tous les vecteurs de 
l'espace. 


Un vecteur quelconque de l'ensemble E' est un représentant de cette 
classe d'équivalence. 


5. Rapport de deux vecteurs paraiiéles. 
— — 
Soient AB et CD deux vecteurs paralléles (ou colinéaires). 
On appelle rapport de ces deux vecteurs 
— 
AB 
— 
CD 
un nombre relatif, positif ou négatif suivant que les deux vecteurs sont 


de méme sens ou de sens contraires, et dont la valeur absolue est égale au rapport 
des longueurs des deux segments AB et CD. 


- 


Fig. 5 a. 
Fig. 5b. 
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— — 

AB B 3 
Exemple : — = = = —-. 

CD EF : 


Si le rapport est égal à 1, les deux vecteurs sont équipollents. 

Si le rapport est égal à — 1, les deux vecteurs sont dits opposés. 

Si deux vecteurs colinéaires ont un rapport égal à — 1, ils sont dits 
directement opposés 


Exemple : (Fig. 5b.) GH et IJ. 


6. Somme vectorielle de deux vecteurs. 


I — — 
Soient deux vecteurs v, et vs. 


-> — 
Si, par un point quelconque O, on mène OA, équipollent à v, 
ge — — 
vl A À équipollent à v,, OA, est, par définition, la somme vec- 
> — 
torielle des vecteurs v, et v;. 
On la note : 
— -> — — 
= OA, + AA; = vi + vs. 
Le point O étant quelconque, le vecteur 
somme géométrique de deux vecteurs est un 
vecteur libre. 
Achevons le parallélogramme |. OA,A,A',. 


En suivant le contour OA',A, on aurait 
(l'après la définition : 


—— — — . 
OA, = OA, + A'A = Va + v4. Fig. 6. 
— — 


On peut donc écrire: = => + 
Da + Vi = V, + Ve. 


La somme vectorielle de deux vecteurs est commutative. 


7. Somme vectorielle de plusieurs vecteurs. 

Soient Vi. v, Vo ee v» différents vec- res 
(curs ; si par un point O quelconque, 
on méne OA, .équipollent à vi A w 
équipollent à Va An-;An équipollent à 
va le vecteur OÁn est par définition, 
la somme vectorielle des vecteurs vi, 

— 


D 


A; 


Pase Y qe A 
On le note : o 


> — — -> 
OAn = V4 + Ya + ... + Yne 


O étant arbitraire, la somme vecto- Fig, 7. 


vielle est un vecteur libre. An 
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8. Propriétés de la somme vectorielle. 


D'après le n° 7, on peut intervertir l'ordre de deux vecteurs consécutifs. 
Or, par des changements successifs, on peut amener les vecteurs dans 
n'importe quel ordre. 

La somme vectorielle de plusieurs vecteurs ne dépend pas de 
leur ordre ; elle est commutative. 

On peut aussi, sans modifier la somme vectorielle, remplacer plusieurs 
vecteurs par leur somme ou remplacer un vecteur par plusieurs autres dont 
il est la somme. Cela revient à remplacer un contour polygonal par un autre 
de mémes extrémités. 

La somme vectorielle est dite associative et distributive. 


9. Groupe commutatif. 


: > -> => Z : 
19 La somme vectorielle V = vı + v», est partout définie sur 


l'ensemble E des vecteurs de l'espace, c'est-à-dire définie quels que soient 
— — 


Vi et To. 


— — 

C'est une opération interne, c'est-à-dire: vı + v, est un élément 

de E. 
29 Cette opération est associative : 


> > > > > > 
(vi + vs) + va = v4 + (va + v3). 


39 Il existe dans l'ensemble E un vecteur, le vecteur nul noté 0, tel 


— 


-> > — — — . 
que: vı + 0 = 0 + vı = v, quel que soit v,. 
— 
Ce vecteur 0 est dit : élément neutre pour la somme vectorielle, 


49 Pour tout élément t de E, il existe un élément v' de E, paralléle à 
— 


=> * » — =p 

v, de même module et de sens contraire tel que : o + v' = Q. 
— I . — -> 
v' est dit symétrique de v et se note — v. 
On traduit l'existence de ces quatre propriétés en disant que: 


L'ensemble E des vecteurs de l'espace muni de l'opération 
somme vectorielle a la structure de groupe. 


> > > > 
59 La somme vectorielle est commutative : o, + v» = Vz + v. 
Le groupe est dit commutatif ou abélien. 


10. Différence vectorielle de deux vecteurs. 
I — — 
Soient deux vecteurs v, et va. 


On appelle différence vectorielle de 


— 
ces deux vecteurs, un vecteur d, s'il 
existe, tel que ; 


— — -> 
Vi = Vo + d. 


Menons par un point O arbitraire, 


— — — — 
OA, = v, et OA: = v,. 
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— — — 
On aura OA, = OA, + A,A, 
` = x 
ct, par suite, A.A, = d. 
` —— — : ` 
D'autre part, si l’on mène OA’, = - v, le parallélogramme OA',BA, 


donne 
—— — — = — -> 
AA, = OB = OA, + OA’, = v, + (= va) 
que l’on note simplement 
3 — — 
d = v, — Va 
e d T» e 
Règle. Pour former la différence vectorielle v, — v, on fait la 
— — 
somme vectorielle : v, + (= vao). 


11. Produit d'un vecteur par un nombre relatif k. 


A e - : 
Étant donnés un vecteur AB et un nombre relatif k, 


on appelle produit du vecteur AB par k, un vecteur AC: 
de même origine et de même support que le vecteur AB ; 
de méme sens que le vecteur AB si k est positif ; 

de sens contraire si k est négatif ; 

et dont la longueur est celle de AB multipliée par |k]. 


"m — —- 
On écrit: AC = k.AB. 
Exemple : 
— -> 
AC = 2AB, 
=> 3 =s 
AE = — AB. 
3 B 
Si k = — 1, le vecteur 


— le 
AF = (— 1).AB 
lui est directement opposé. x / 


On écrit simplement 
-> — 
AF = — AB. 


Si le vecteur donné est un vecteur glissant ou un 
— 


` E B 
vecteur libre V, le vecteur AV est aussi un vecteur 
glissant ou un vecteur libre. 


` => ` ` 
Si u est le vecteur unitaire de l'axe quilporte le vec- 


= A 
teur glissant AB on a, d’après le n° 5 : 7^ x 
Eé Kë 
AB AB / 
u u 


Fig. 11 b. 
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or, comme u = 1, 
AB 
— = AB; 
= 
u 
— — — 
ou encore AB — AB.u. 


12. Propriétés de ce produit. 


e 
1? k étant un nombre relatif, V un vecteur (élément de l'ensemble E 
— 
des vecteurs de l'espace), l'opération précédente associe au couple (k, V) 
— 
le vecteur k.V de l'ensemble E. On dit que cette opération détermine sur 
E une loi de composition externe. Le nombre À est dit multiplicateur 
externe. 
— — — — 
29 On a: k(Vi + Vo) = kV. + KV». 
` = => ` + ` 
Soient V1 et V2 deux vecteurs libres et S leur somme vectorielle. 
D'un point O arbitraire, construisons : 


=> — =e g 
= OA1 = Vy, A1Az = Ve 
2 ` ` 

A, A; 


OA^ = EVA, ALA = RV 2. 


—— ——— 
OA" A'1A'2 
On a = k = — 
A, —— — 
OAù A1A2 
V, Les points O, As, A's sont donc alignés et : 
OA's = k.OA2 soit : 
> > > — 
° OA'1 + A'1A/2 = R(OA1 + A1A») 


Fig. 12. 


ou AVi+ V) — kVi - Na = (D) 


Le produit d'un nombre relatif par une somme vectorielle est 
distributif par rapport à cette somme vectorielle. 


39 On a aussi : 
(k, + k:)V = kV + kV (2) 
Le produit est distributif par rapport à l'addition algébrique. 


4° kı(kaV) = (RAN (3) 


Le produit est associatif par rapport à la multiplication algé- 
brique. 


— — 
59 1.V = V (4) 
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13. Espace vectoriel. 


On a défini sur l'ensemble E des vecteurs : 

19 Une loi de composition interne qui définit sur E une structure 
de groupe abélien ; 

2° Une loi de composition externe où l'ensemble des multiplica- 
teurs est le corps des réels et possédant les propriétés (1), (2), (3), (4) 


du n? 12. 

On résume ces propriétés en disant que l'ensemble E est un espace 
vectoriel. 
14. Projection d'un vecteur sur une droite parallélement à un plan donné. 


Soient (P) et (D) un plan et une droite donnés non parallèles, AB 
un vecteur, a et b les projections de A et B sur (D) parallèlement à (P). 


ab est la projection de AB sut (D), parallélement à (P). 


m 


TEE RENNES 


Fig. 14. 


Soient AB et CE deux vecteurs parallèles (ou colinéaires), ab et ce 
leurs projections sur une droite (D), parallèlement au même plan (P). 


-> 
Le support de AB rencontre en C' et E' les plans projetant C et E. Les 
plans paralléles coupant des droites paralléles : 


—— — 
C'E' = CE. 
D'autre part, le théorème de Thalès donne : 
AB ab 
CE ce 
. — —— > — 
Les vecteurs colinéaires AB et C'E', ab et ce donnent : 
AB AB 
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ES 
ab ab 
et EE 
= = 
ce ce 
AB AB ab 
d’où EU NP n er 


— -> — 
CE CE ce 
Le rapport de deux vecteurs parallèles est le même que celui 
de leurs projections. 


15. Théorème des projections. 


—— =>  —— ————- — 
Soient OA;, A1Às, A2As, ..., An-1An plusieurs vecteurs et OA „ leur 
somme géométrique 
— — > ———— 
OA, = OA; + A1As + ... + An-1À n. zs 


Projetons ces vecteurs parallèlement au plan (P) sur l'axe x'x en oa, 
— —— — 
Ado, re An-1An et Odan 


Fig. 15. 


La relation de Chasles donne 


Oan = 04d, + 4148s + ... + Gn-10n 
ou 


š — x E š Inge i d beggen. ad 
Proiz:OAn = proiz;O0OÀ1 + ProfzxA1Â2 + ... + ProjrrAn-1A ne 


La mesure algébrique de la projection de la somme géomé- 
trique de plusieurs vecteurs sur un axe est égale à la somme des 
valeurs algébriques des projections de ces vecteurs sur cet axe. 


Il. Produit scalaire (Révision) 
16. Définitions. 


On appelle angle de deux vecteurs u et v de l'espace l'angle 
en O du triangle OAB obtenu en menant par un point O quelconque 


— => k — — 
deux vecteurs OA et OB équipollents à u et v. 
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=> > FE . 
Cet angle se note (u, v) ou AOB. C'est un angle saillant dont la mesure 
` D => > ` ^ 
«n radians est comprise entre 0 et x. Si u et v sont parallèles et de méme 
> > NES > le s => > 
sens, (u, v) = 0 ; si u et v sont parallèles et de sens contraires, (u, v) = x. 
š D — 
On appelle produit scalaire de deux vecteurs non nuls u et 
v, le nombre réel : 
> > > > 
[u].|v| cos (u, v). 


. > E) > 
|u| et |v] sont les longueurs (ou modules) des vecteurs u et v. 


=> => 
Ce produit scalaire se note : u.v. On écrit donc : 


=> => > > > > 

u.v = |ul.[2| cos (z, v) 

> => > > => > 
ou u.v = |u|.|e| cos 9 avec 0 = (u, v). 


0) : 


às 


Signe du produit scalaire (u Á Ô, v 


T 
dic QR Pd 


T > => 
3 <0 < x => uv <o. 

Cas particuliers : 
> > > => => 
u = o (ou ç = 0) => u.v = o. 
> >> => > => 
(u)? = uu = Jul ll = |u|2 


17. Orthogonalité de deux vecteurs. 


E E E E 
si u É Ü et v #0: 

> > > > 
u. 0 = 0< (u, v) = 7/2. 


Une condition nécessaire et suffisante pour que deux vecteurs 
uon nuls soient orthogonaux est que leur produit scalaire soit nul. 


18. Propriétés. 
1° Le produit scalaire ne change pas si on remplace les vecteurs 


u ct v par des vecteurs équipollents. 


29 Le produit scalaire est commutatif, car : 


— = > > > > > => > > >> 
vu = |v|.|u| cos (v, u) = [ul]v| cos (u, v) = u.v. 

> > > > á x: 
3° (m u).v = m.(u. v) (m étant un nombre relatif). 


+> > > 2 > > 
En effet : (mu).v = [mul.[v| cos (mu, v). 
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Si m > 0: (m u| = mul; (mu, v) = (u, v) 


22 2,2 > > => > 
Donc : (mu).v = ml|ul|.|v| cos (u, v) = m(u.v). 


Sim < 0: 
[mu] = — m|u] et (mu, v) = z — (u, v) 
Donc : 

=> 2 SE des => > > > 
(mu).v = = mul|.|v|.[L— cos (u, v)] = m.(u.v). 


Le produit scalaire étant commutatif, on montrera facilement que : 
E E > => > 
u.(nv) = n(v.u) = n(u.v) 


et que : (mu). (nv) ES mn(u.v) [Poser : nv = w]. 


4° Propriété fondamentale. 


= => 2 

Soient # et v deux vec- 

teurs de l'espace, (D) le 
> 

support du vecteur u. Par 

DEI - 

l'origine O du vecteur u 


I . 
/ menons le vecteur OB équi- 


pollent à ù et  posons 
A (D ü = OA, AOB = z. 

Ona: mt = OÀ.OB = 
Fig. 18. |OA]IOB] cos X. 


Projetons orthogonale- 
ment B en B' sur (D) et 
E — EI — 


v en v1 et supposons que /e support (D) soit orienté par le vecteur u = OA. 


On a: — — 
TA OB' = vi. 


Or OB' = OB cos œ. Donc : 
— — ORT = > ` 
OA . OB = u.v = OA. OB. cos « = OA. OB' = (url. v; 
Théorème. — Le produit scalaire de deux vecteurs est égal 
au produit de la longueur d'un des vecteurs par la mesure algé- 


brique de la projection orthogonale de l'autre sur l'axe orienté 
par le premier. 


Remarque. Le support (D) a été orienté de O vers A, donc 
OA = OA et : OÀOB = OA.OB' = u.v). 
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Si on change l'orientation de (D), on aura : OA = — OA 
et OB cos « = — OB: ; donc : 

OA OB = OA.OB cos x = OA.OB' = uv. 

Autrement dit : 


> > - > 


U.V = u.proj,v 
u 


Théorème. — Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au 
produit de la mesure algébrique d'un des vecteurs sur un axe 
portant ce vecteur par la mesure aigébrique de la projection ortho- 
gonale de l'autre vecteur sur cet axe. 


m c bm — > => > => — vc 
59 u.(v, + Va + ... + Vn) = u.v, + U.Va + ... + uva. 
On .démontrera aisément cette propriété en projetant la somme vec- 
torielle D. + Se + ... + v. sur un axe portant Sc 
De même : 
— — > -> -> > + > 
(us + u, + es + o Ha)v-— de + Ut + + UnU. 


Le produit scalaire est distributif par rapport à la somme 
vectorielie. 


EXERCICES 


1. Décomposer un vecteur en deux autres dont on donne les longueurs. 


2. Déterminer un vecteur de longueur donnée, connaissant le rapport des 
longueurs de ses composantes suivant deux directions données. 


3. Décomposer un vecteur en deux autres, connaissant la direction de l'un 
* ! la longueur de l'autre. 


4. Décomposer un vecteur en deux vecteurs rectangulaires, connaissant la 
mme des longueurs de ces deux vecteurs. 


5. Trouver la somme géométrique des vecteurs obtenus en joignant le centre 
d'un polygone régulier aux différents sommets. 


6. Trouver la somme géométrique des vecteurs obtenus en joignant un som- 
met d'un hexagone régulier aux différents autres sommets. 


7. G étant le point de concours des médianes du triangle ABC, trouver la 
ileur de la somme géométrique 


— — -> 
GA + GB + GC. 
8. O,G et H étant respectivement le centre du cercle circonscrit, le centre 
JJ vravité et l'orthocentre d'un triangle ABC, établir les relations : 


— — — -> 
OA + OB + OC = 3 OG 
— — — — 
HA + HB + HC = 3HG. 
En déduire que les points O, H et G sont alignés. 
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9. On donne deux droites (D) et (D') non situées dans un même plan. Peut-on 
déterminer un plan (P) tel que les projections orthogonales de ces deux droites sur 
ce plan soient parallèles. 

Application. — Déterminer un plan sur lequel un quadrilatére gauche donné 
se projette suivant un parallélogramme. 


10. Peut-on déterminer un plan P sur lequel deux droites données se pro- 
jettent suivant deux droites rectangulaires? 


11. On donne quatre points A, B, C et D non situés dans un même plan, Trou- 
ver un point O tel que 
— > — — 
OD = OA + OB + OC. 
12. On donne un tétraédre ABCD. Démontrer que 
— — -> > 
AB + CD = AD + CB. 
Préciser la direction de cette somme. 


13. Sur les trois arêtes Ox, Oy, Oz, d'un trièdre trirectangle de sommet O 
on porte respectivement les longueurs 
OA =a; OB =b; OC = c. 
On désigne par A’, B', C' les milieux respectifs de BC, CA, AB et par G le 
centre de gravité du triangle ABC. 
1° Montrer que 
-> > > > > — — 
OA + OB + OC = OAI + OP' + OC' = 3.0G. 
> — > > > 
20 Évaluer les vecteurs AA', BB', CC' en fonction des vecteurs OA, OB, OC. 
En déduire la valeur des trois produits scalaires 
> > > > >. > 
OG.AA', OG.BB', OG.CC*. 
Quelle relation les longueurs a, b, c doivent-elles vérifier pour que OG soit 


orthogonal à AA"? 
Cette relation étant vérifiée et le point A étant supposé fixe, quel est l'ensemble 
des points A' lorsque B et C décrivent respectivement les demi-droites Oy et Oz ? 


14. Dans un triangle quelconque ABC, soit O le centre du cercle circonscrit, 
H l'orthocentre, G le centre de gravité, A', B', C' les milieux des cótés BC, CA, 
AB ; A", B", C" les pieds des hauteurs issues de A, B, C ; œ, B, y les milieux des 
segments HA, HB, HC, On pose : 


— > => > => > 
HA =u; HB =v; HC =w. 
— — — — -> — 
19 Montrer que : HA.BC = HB.CA — HC.AB = Q. (1) 
=> > > > > 
En déduire que : u.v = v.w = w.u. 
1 > — 

29 a) Montrer que : HA: == s + w) et exprimer de façon analogue: 


— — 
HB' et HC’. 
-> 3 -> > => 3 
b) On pose : A'O = m.u ; B'O = nv ; C'O = pw (m, n, p étant des cons- 
tantes données). Montrer que : 


— 1 > E 2 12 E E 12 E 3 
pO des (V. w) smu => UN + u) Env = (a + v) + p.w. 
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1 
En déduire que: m = n — p = =: 
— 1» E E 
1 que : H => (u + v + w), (2) 
— — 
AH = 2.OA' et deux autres relations analogues. 
— E 
39 Montrer que : 3HG = u + v + w. (3) 


— — — 
(On remarquera que : GA + GB + GC = 0). ) 

— — 
Déduire de (2) et (3) que les points O, G, H sont alignés et que HG — ge 
49 Soit œ le point d'intersection des diagonales du parallélogramme HaOA'. 
a) Montrer que œw est le milieu des segments A'«, B'B et C'y. 


— 12 E EI 
b) Montrer que : wA' = w + w — u). Quelles sont les formules analogues 


— — 
pour œB’ et oC'. 

c) En déduire que : wA’? = oB'? = wC’? et qu'il existe un cercle (Q) de 
«entre œ passant par les neuf points : A’, Bi, C', A", B", C", œ, D, Y. 


—v 
d) Montrer que : OA = —— et en déduire que le rayon de (Q) est égal 


R 
iS (R étant le rayon du cercle circonscrit à ABC). 


15. 10 On donne un triangle OAB fixe quelconque. 
a) Montrer qu'à tout point P du plan de ce triangle on peut associer un couple 
de nombres (x, y) et un seul satisfaisant à : 
- > -> -> 
OP = x.OA + y.OB. 
b) On désigne par À un nombre quelconque et l'on considère le point P de la 
=> — — 
droite AB défini par BP = ABA. Mettre OP sous la forme : 
— > — 
OP = x.OA + y.OB, 
- ct y étant exprimés au moyen de A, 
Comment faut-il choisir À pour que P soit entre A et B? 


Quelle relation faut-il imposer aux nombres À et A pour que les points P et P’ 
«orrespondants soient conjugués harmoniques par rapport à A et B ? 


c) Quel est le lieu du point P défini par : 
— -> 
= ÀOA + (1 — X)OB 
quand À varie de =œ à +o? 
d) On suppose qu'il existe deux axes perpendiculaires x'Ox et y'Oy tels que 
D — — —— 
OA soit porté par x'Ox et OB par y'Oy et l'on pose OA = a, OB = b. Exprimer, 
«lans ce cas, en fonction de a, b, X, les coordonnées du point P défini par : 
— — — 
OP = OA + (1 —2)OB. 


Retrouver ainsi dans ce cas particulier, le lieu demandé à la question précédente, 
“r áce à son équation. 


20 Revenant au cas général, et À désignant toujours un nombre quelconque, on 
définit un point M de la droite OA et un point N de la droite OB par les relations : 


— — — — 
OM = 10A et ON = (1 — OB : 
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on désigne par D, la droite MN. Les éléments relatifs à un autre nombre A' seront 
désignés par M', N' et Da». 

a) Existe-t-il des valeurs de 2 pour lesquelles D, soit confondue avec un des 
côtés du triangle ? Deux droites D, et Da. peuvent-elles être parallèles ? Quelle 
relation (R) doivent vérifier À et A pour que la division (OAMM’) soit harmonique ? 
Montrer par le calcul que la division (OBNN/) est alors harmonique. 

Montrer que les points P et P' définis par : 

> — => -> — — 
OP = OM + ON et OP' = OM' + ON' 
sont sur la droite AB. Lorsque 3 et A vérifient la relation (R), que peut-on dire ce 
la division (ABPP^) ? Retrouver ainsi la propriété relative aux divisions (DAMM!) et 
(OBNN/). 
b) On suppose qt que y est u un nombre quelconque et l'on désigne par Q le point 


de D, défini par : NQ = uNM. Mettre eg sous la forme : 


oQ = u.OÀ + v.OB, 
u et v étant exprimés en fonction de À et de u. A quelle condition doivent satisfaire 
À et u pour que Q soit sur la droite AB ? 
u étant donné, peut-on déterminer À et y de manière que : 


— — => 
OQ = u.OA + (1 — u)OB ? 
Discuter. Montrer que le calcul précédent permet de déterminer les droites D; 
passant par un point donné S de la droite AB. Discuter le nombre de solutions selon 
la position de S par rapport à A et B. 
-> — 
c) Q désignant toujours le point de D, défini par : NO = uNM, on demande 
le lieu du point Q quand, p étant fixe, À varie de —oc à +œ. 
Déterminer le lieu du point de rencontre des droites D, et D, quand à et y 


1 1 
sont liés par la relation : — + — = 2 et que À prend toutes les valeurs compatibles 
avec cette relation. (France métropolitaine, février 1960.) 


S i > — km i 
16. En élevant au carré la relation AB = CB --CA, retrouver l'une des 
relations fondamentales de la trigonométrie du triangle. 


17. On donne un tétraèdre ABCD. Montrer que : 
— — => — 
AB 4- CD — AD 4- CB 
— — — — 
AB + DC = AC + DB. 

Si dans un tétraédre, deux couples d'arétes opposées sont orthogonales, mon- 
trer que les sommes des carrés des arétes opposées sont égales et que le troisiéme 
couple d'arétes est aussi orthogonal. 

18. Étant donnés sur une sphère O trois points A, B et C, P et Q désignant les 
projections de B et C sur OA, trouver en se servant des relations : 

— — — — — — 
OB = OP + PB et OC — OQ + QC, 
la relation suivante : 


cos a = cos b cos c + sin b sinc cos A. 
a, b, c, A, B, C étant les éléments du triédre OABC. 


19. Quelle condition doivent remplir deux vecteurs OA e et OB pour que leur 


produit scalaire OA. OB soit égal à celui de leurs projections Oa. Ob sur un plan 
passant par O ? Cette condition nécessaire est-elle suffisante ? Quelle propriété 
géométrique connue peut-on déduire de là ? 


PREMIÈRE PARTIE 


Géométrie analytique 


CHAPITRE 2 


REPRÉSENTATIONS PARAMÉTRIQUES 
D'UNE DROITE 


I. COORDONNÉES CARTÉSIENNES 
DANS L'ESPACE 


1. Repére cartésien dans l'espace. 


Soient trois axes x'Ox, y'Oy, z/Oz, de méme origine O et non 
. . , . = => = .. 
coplanaires, orientés par trois vecteurs : OI, OJ, OK, d'origine 
O et portés par ces axes. 


Ce système d'axes constitue un repère cartésien dans 
l'espace. 


Fig. 1. 


Ox, Oy, Oz forment un triédre, qui est dit de sens direct, si 
un observateur, debout le long de Oz, les pieds en O, et regardant 
dans le sens Ox, a Oy à sa gauche. C'est la disposition que l'on 
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donne habituellement au trièdre Oxyz. Dans le cas contraire, le 
trièdre est dit de sens rétrograde. L'espace est ainsi orienté. 


Si les axes forment entre eux des angles quelconques, ils 
constituent un systéme d'axes obliques. 


Si les axes sont deux à deux orthogonaux, on a un systéme 
d'axes rectangulaires. 


2. Vecteurs unités. 


Pour mesurer les longueurs des vecteurs sur les axes du repére, 
on fait choix d'une unité qui peut ne pas être la même sur les trois 
axes, 

On appelle vecteur-unité (ou vecteur unitaire) d'un axe, 
un vecteur : 


porté par cet axe, 
de méme sens que lui, 
dont la longueur (ou module) est prise pour unité de longueur. 


A A 
Désignons par z, j, k les vecteurs unités de six, y'y et g'z res- 
g D » Y 
pectivement. 


3. Repère orthonormé. 

Si i, j, k ont méme module : [7| = |j] = [k], le repère est dit 
normé, 

Si, de plus, les axes sont orthogonaux deux à deux, le repère 
est dit orthonormé. 


4. Composantes scalaires, ou coordonnées d'un vecteur. 


Soit un repère cartésien Oxyz, non nécessairement orthonormé 


=> => > 


de vecteurs unités 7, j, k. 
_ — 
Étant donné un vecteur libre V, désignons par OM le vecteur 
E 


hé d'origine O, équipollent à V (fig. 1). Projetons M en m sur le 
plan xoy, et en P, Q, R sur les axes x'x, y'y, Ss, parallèlement à 
Os d'une part, et aux plans yOz, xOz et xOy d'autre part. 
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On peut écrire : 
— — — — — — 
OM = Om + OR = OP + OQ + OR, 
—- — > — > — > 
ou: OM = OP i + OQj + OR k. 
Posons : OP = X; OQ = Y; OR = Z. 
Les nombres relatifs X, Y, Z sont appelés les composantes 
scalaires ou coordonnées du vecteur V. 


— — — 
Tout vecteur V' — V de l'espace étant équipollent à OM ses 
projections sur les axes sont des vecteurs équipollents aux projec- 


— 
tions correspondantes de OM, et ses composantes scalaires sont 
X, Y, Z. 


Réciproquement : X, Y, Z sont les composantes scalaires d'un 
> 


vecteur V, déterminé à une équipollence prës. 


5. Coordonnées d'un point. 


— 
Soit un point M de l'espace. Associons-lui le vecteur lié OM. 
On peut écrire (fig. 1) : 
— — > — > — > 
OM = OP; + OQj+ORRk. 
Les nombres relatifs OP, OQ, OR sont appelés les coordon- 
nées du point M. m _ " 
Par convention on pose: OP = x, OQ = y, OR = z. 
x est l'abscisse de M, y son ordonnée, et z sa cote. On écrit : 
> > => > 
OM = xš + yj + zk. 
Réciproquement : si l’on se donne trois nombres réels x, y, z, 
— =>. ` => Er rm md . 
les vecteurs ` OP = xi, OQ = yj; OR = zk sont parfaitement 
— 
déterminés, leur vecteur somme OM également. Donc x, y, z, 
pris dans cet ordre, déterminent un point M unique. 


Remarque : 


Les plans yOz, xOz et xOy s'appellent plans de coordon- 
nées. 
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6. Représentation d’un vecteur. 


Soient M; (xi, Yy 3) et 
Max, ya, Z2) l'origine et 
l'extrémité d’un vecteur 
——— 


MI Ms. 


— -> => 

OM, = x, + X1J + 34 R, 
> > 3 -> 
OM, = xy š + ys J + z, k, 


d’où : 
——— — — . 
MıMə = OM? — OM: Fig. 6. 
= (xg — x1) + (ya — 31)J + (22 — 21) k. (1) 
(x, — x4), (Ya — yi), (z; — zi) sont les composantes scalaires 


———- 
du vecteur M1Ma. 


Conclusion : 
Les composantes scalaires d'un vecteur, s'obtiennent en retran- 
chant les coordonnées de son origine de celles de son extrémité. 


On pose: xg —x, =X; yg;—y,— Y; z,— z, = Z. 


Corollaire : 


Veve Y = y Z= Z, (2) 
Par suite : 


=> => 
V'=hV eX =hX; Y =hY; ZX = hZ, (3) 
ou encore : EM x wi Z 


Remarque : 


On convient que si l’un des dénominateurs est nul, le numéra- 
teur correspondant est aussi nul ; on supprime dans ce cas le rap- 
port correspondant : cela se produit lorsque les deux vecteurs sont 
parallèles à l’un des plans de coordonnées. 
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7. Paramètres directeurs d’une direction de droites. 


Soit, sur la droite (D), définissant la direction donnée, un 
point fixe M, (x1, yz, 21) et un point quelconque M(x, y, z) de (D). 
Construisons le vecteur : 


Fig. 7. 


— 

ONT est un vecteur directeur de (D); ses composantes sca- 
laires : a, b, c, sont appelées : paramètres directeurs de (D) ; 
d’où la définition : 

On appelle paramètres directeurs de (D), trois nom- 
bres, non tous nuls, composantes scalaires d'un vecteur 
porté par (D) ou par une parallèle à (D). 

— - > 

Si OM' est un vecteur unitaire : |[OM'| = 1, ses composantes 

œ, B, y, sont appelées paramètres directeurs principaux. 


8. Cosinus directeurs. 


Supposons le repére orthonormé. 


DH H xe . 
Un vecteur unitaire # de (D) a pour composantes scalaires «, 
B, y: NA TM 
a = i. u = cos (Ox, u) 


dos uc det Ova): (5) 


[> > — > 
y = k. u = cos (Oz, u) 
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C'est pourquoi, dans ce cas, œ, B, y sont appelés les cosinus 
directeurs de (D). 


Définition. Les cosinus directeurs d'une direction de 
droites sont les composantes scalaires d'un vecteur uni- 
taire de (D), dans un repére orthonormé. 


9. Changement de coordonnées par translation du repére. 


=> > > 


Soit Oxyz un repère cartésien, de vecteurs unitaires £, j, À. 
Appliquons à ce repère la translation de vecteur : 


-> -> 
V = 001. 


Fig. 9. 


Les droites x'x, y y, z/z ont pour homologues les droites paral- 
des : xx, Mun €t Suën, respectivement. 
=> => ep 


Les vecteurs unitaires z, j, k deviennent : 


=> > > E > > 
ht; haji Ph =k. 
SI x1, 3⁄1, 2; Sont les coordonnées de O1 dans le repère Oxyz, on 


E 


Ee = E: 
A: OO, = x, ¿ + yj +z k. 


Désignons par x, y, z les coordonnées d'un point M dans le 
premier repère, et X, Y, Z ses coordonnées dans le deuxième, 
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L'égalité vectorielle : 
— — —— 
OM = OO) + OM, est équivalente au système. 
#i => ERIC X) 
yi =3J1j +Yj=(01+Y)), 
zk = x, R + Z k = (z, + Z) R. 


d’où : 


(6) 


Ce sont les formules de changement de coordonnées par trans- 
lation du repère. 


Il. LA DROITE DANS L'ESPACE 


10. Représentations paramétriques d’une droite. 


Une droite (D) peut être déterminée par un de ses points M; 
(xy, yu 24) et par des paramètres directeurs : a, b, c. 

Soit V un vecteur de composantes scalaires : a, b, c. 

Désignons par M(x, y, z) un point quelconque de (D). 

Pour qu'un point M appartienne à (D), il faut et il suffit que : 

——- — 
| MAM = AV. (1) 

k étant un scalaire. 


Par projection sur les axes, (1) entraîne : 


x — x, = ka 
y — y, = kb (2) ou 


z — z, = kc 


(3) 


Les égalités (3) expriment les coordonnées d’un point M de 
(D) en fonction du paramètre k. 


Remarque : 
Si abc Z 0 (2) peut s'écrire : 


x 3 y—». :—5 
a b c ` (4) 
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Cas particuliers : 


1) Si l’un des nombres, a, b ou c est nul, soit c par exemple, 
les relations (3) s'écrivent : 


x =x, + ka X= $y y = Yj 
ys yi kb | (5) ou a ` b (6) 
$—27 E= Z; 


La droite (D) est alors parallèle au plan xOy. 


2) Si deux des nombres a, b, c sont nuls, (D) est paralléle à 
l'un des axes. Exemple : si a = b = 0, (D) est parallèle à l'axe zs, 


11. Droite passant par deux points A(X» y, Zo) 
B(x,, Y> zi). 
Un vecteur directeur de la droite est 
— 
AB(x, — Xo Yı — Jo 21 — 39). 


La droite a pour équations : 
fou cu. E 
X1— Xo Yi Jo 1 ën 


EXERCICES 
—— 
20. Les composantes scalaires de Mio étant : 3, — 2 et 7, et les coordon- 
nees de Mi : — 4, 3 et 2, calculer les coordonnées du point Ma. 


> — — 
21. Calculer les composantes des vecteurs AB, BC, CA avec A(1, 0, 0) 
"| 21, —5,0 ; C(— 1, —2, + 2). 


> > — 
22. Calculer les composantes des vecteurs AB, BC, CA avec : 
A(a, b, c) ; B(b, c, a); C(c, a, b) 


23. Calculer les nouvelles coordonnées du point M(4, — 2) aprés translation 
‘+, axes, si la nouvelle origine est ` O1(1, — 3). 


24. Que devient l'équation : y% — 2y — 3x — 5 = 0 aprés une translation 
"axes telle que la nouvelle origine soit Ou — 2, 1). 


25. Même question pour y2 — 2x? + 3x + 1 — O si la nouvelle origine est 
O1(3/4, — 1/2). 
26. Quelle doit être la nouvelle origine pour qu'après translation des axes, 
l'équation ; y? — 2y — 4x — 2 = O prenne la forme ` Y? = 4X. 


27. Équations paramétriques d'une droite passant par le point O(0,0,0) et de 
paramètres directeurs : 1, 2, 3. 
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28. Même question pour les droites définies par un point M, et leurs para- 
mètres directeurs, dans les cas suivants. 


a) M1( 1, 3, 7); paramètres( 5,1, 0) 

b) Mi( 3, —1, — 2); paramètres( 0,0, 7) 

c) Mi(—4, 2, 1); paramètres (— 6, O, 0). 

29. Équations paramétriques d'une droite passant : 

a) par les points Mı ( 2,5, —4) et Mo (— 3,0, 8) 

b) par les points Mı (— 1,0, 11) et Hai 5,3,1). 

30. 19 Montrer que les équations x = 2z — 1 ety = — z + b, où best un 


paramétre, représentent une droite (D) de l'espace dont on donnera un systéme de 
paramétres directeurs. 


29 Cette droite coupe les plans xOy, yOz, zOx respectivement en P, Q, R. 
Déterminer les coordonnées de ces points. 

3e Déterminer les coordonnées du point O' de la droite (D) conjugué harmo- 
nique de Q par rapport à P et R. 


CHAPITRE 3 


BARYCENTRE 


1. Définition. 


Soient 1 points donnés M1, Mo, ... M, et les scalaires : 


Ma, ... Mn, Satisfaisant à la condition : 
m, + Ma + ... + mn Á 0. 
O étant un point quelconque, soit le point G, tel que 
m OM, + m,0M, + ... + mett " 
= (m, + Ma + ... + m4)0G 
L'égalité vectorielle (1) peut s’écrire : 


— — — 
OG = m;OM, + MOM, + ... + mnOM n 


m, + m, + ... + Mn 


(1) 


(2) 


ce qui, à la condition que ` m, + m, + ... + mn Á O, définit un 


secteur bien déterminé. 


Le point G est indépendant de O. 
Soit un autre point O' et soit le point Gr tel que : 


== p = >=) AZ 
m O'M, + ... + mea My E (m, + ... + Mn)O G’. (3) 
En soustrayant membre à membre (3) de (1), on obtient : 
— — — — 
m (OM, — O'M.) + ... + me OM, E O M) 
— —— 
= (m, + ... + mn)(OG — O'G’). 
— —— — 
Or: OM, — O'M, = OO' don: 
—— — —— 
(m, + ... T m)OO' = (m, + ... + mn)(OG — O'G’), 
on, en divisant par : m, + ... + ma Á 0. 
-—> > > > > > —— 
00" = OG — O'G' = OG = OO' + OG' = OG, (4) 


. A p e . > 
Les vecteurs équipollents : OG = OC’, ayant méme origine, 


leurs extrémités G et G’ sont confondues. 
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Donc le point G défini par la relation (1) est unique : sa position 
est indépendante du point O choisi. 


Conclusion : Il existe un point G, et un seulement, vérifiant 
l'égalité vectorielle (1), quel que soit O, dans l'hypothèse : 


m, + ma + ... + Mn Á 0. 
Définition. Le point G défini par (1) ou (2) est appelé le 
barycentre des points Mı, M2, ... Mn , affectés des coef- 
ficients respectifs 


m;,m,, ..., Mns (ms + ... + Mn = 0). 


Remarque. Le barycentre est aussi appelé centre des distances 
proportionnelles 


2. Propriété caractéristique. 


a) Soit G le barycentre de Mi, Mo, ..., M; affectés des coef- 
ficients m), Mo, ... ma (m, + m, + … + mn = 0). O étant un 
point quelconque, il est défini par (1). Prenons le point O en G. La 
relation (1) devient : 


——* ——* —— 
miGM, + m4GM,; + ... + Mnu GM; = 0 (5) 


b) Réciproquement : soient Mı, Mo, ..., My des points affectés 
des coefficients m), Mg, ... mn et G un point tel que (5) soit vérifiée. 
Montrons que G est le barycentre. En effet, O étant un point 
quelconque, (5) peut s'écrire : 


— —- — — > 
m (OM, Kaes OG) + ... + Mn(OMn RE OG) = 0, 
ou: 
— — — 
m, OM, + ... + m4 0M; = (m, + ... + ma4)OG (1) 
Les égalités vectorielles (1) et (5) sont donc équivalentes. 


Théoréme, — Une condition nécessaire et suffisante 
pour que G soit le barycentre des points Mi, M», ..., Mn 
affectés des coefficients m,, m,, ..., Mp est: 

——X — — — 
m GM, + m,GM, + ... + m4,GM,—0 
(sl m, + m, + ... + my =Á 0). 
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3. Propriétés du barycentre. 


1° Commutativité. La formule (5) montre que G est indé- 
pendant de l’ordre des points, car la somme vectorielle (5) étant 
commutative, il en est de méme de (1). 

2° Associativité. 

Associons k points de l'ensemble, et soit g leur barycentre 
(qui existe, en supposant ` #1 + ... + mx Æ 0). 

g est défini par : 


— — — 
m,OM, + ... + myOMy = (m, + … + my)Og. (7) 
De même les (n — k) points restants ont un barycentre g', 
tel que : 
— — -> 
mr 40Mg,, + ... + m,0M, = (Mrs + ... + mga)Og'. (8) 


Déterminons le barycentre G’ des points g et g', affectés res- 
pectivement des coefficients : 


(m, +. + mk) et (mis + ... + mn). 
G' est défini par la relation : 
— —> 
(mi + + mx)Og + (Misa + ... + Mmn)Og' d 
= (m, + ... + mk + ... + mx)OG'. (9) 

Montrons que le point G' est le barycentre G de l'ensemble. 

D’après (7) et (8) le premier membre de (9) peut s'écrire : 

— — — 
m OM + ... + myOMg + ... + mnOMh, ce qui, d’après (1) est 

— 
egal à : (m, + ... + ma)OG. 
=> —> 
Donc : (m, + ... + mn)OG' = (m, + ... + mai, 
— — 

ou OG’ = OG, 


ce qui montre que G' est confondu avec G. 


Théoréme : Dans la recherche du barycentre, on peut 
remplacer plusieurs points par leur barycentre, à condi- 
tion de l’affecter d'un coefficient égal à la somme des 
coefficients des points qu'il remplace. 
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Application. On pourra construire le barycentre d’un nom- 
bre quelconque de points, dès lors que l’on saura construire le 
barycentre de deux points quelconques. 

4. Barycentre de deux points. 


Soient deux points Mı et M2 affectés des coefficients m, et 
| mao ; leur barycentre G vérifie la relation : 


—— — 
m,GM, + m,GM, = 0 (avec m, + m, Á 0), 


——- —— 
ou mGM, = — m,GM,. 
Cette relation montre que les vecteurs sont colinéaires, et que 
G est le point qui divise le segment MiM dans le rapport 


muc. e ` GME = ¿ms 
m, GM, m, 
Réciproquement. -- Tout point G d'un segment peut être 


défini comme barycentre des points Mı et Mo, affectés de coeffi- 
cients m, et m, tels que : 


—— 
zou GMA 
m, =E | 
GM, 


5. Coordonnées du barycentre. 


Soient x, yi, z; les coordonnées d'un point M; dans un repère 
cartésien donné ; désignons par X, Y, Z, celles du barycentre G 
de l'ensemble des points Mj. 

Le théoréme des projections, appliqué à la somme vectorielle 
(1) donne par projection sur les trois axes, les égalités scalaires : 

TX, + ... + maxn = (m, + ... + ma)X, 
maa ee F maya = (m, + ... + ma)Y, 
mus: H ... + Mnën = (m, + ... + ma)Z, 


d’où 
X = M X, + ... + MnXn 
m, + ege + Mn š 
Y = 25841 Ë es T MnY n (10) 


m, + ... + Mn ` 
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Mi + ... + Mn 
Ces égalités montrent que les coordonnées du barycentre ne 


varient pas si on multiplie tous les coefficients par un même 
scalaire. 


Z = 


Remarque. 


Pour simplifier l’écriture on représente la somme : 
T mix, + ... + Myn 


par le symbole ` E mix; (somme des termes de la forme: mixi, 
i-1 
avec : ï = 1,2, 3, ... n). e 
i=n 


De même : m, + m, + ... + mn s'écrit : E mu. 
1 2 Se? 
t= 


Avec ces notations, les coordonnées du barycentre, s'écrivent : 


i=n 
> Mixi 
Ze L 
X = i-n ° 
> mi 
1=1 
=n 
moi 
1— 
Y= Xu (11) 
> m; 
i=l 
i=n 
> mix, 
i-1 
Z = Fh 
> m; 
¿=1 


6. Centre des moyennes distances. 


Si tous les coefficients sont égaux on peut prendre leur valeur 


commune égale à l’unité : le barycentre est alors appelé : centre 
des moyennes distances. 


Ses coordonnées sont donc, avec : m, = m, = ... = 1. 
i-n 
> xi 
X Xit- Xa GH 
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in 
^i 
Y = y: + + yn NES = , (12) 
i=n 
> zi 
E Ee 
n n 


7. Centre des moyennes distances de deux points. 


Soient A et B ces points. D'après le calcul relatif au barycentre 
de deux points, G est sur la droite AB, et : 


GÀ 
GB 


— — 
GA + GB = 0, d’où : — 1. 


G est donc le milieu de AB. 
8. Centre des moyennes distances de trois points A, B, C. 
-— — — E 
GA 4- GB 4- GC — 0. 
Remplagons B et C par leur bary- 


à centre A’, milieu de BC, affecté du 
coefficient 2. Le point G vérifie la 
relation : 

— _-> > GA' 
B A C GA + ZGA = 0> S 5, 
Fig. 8. GA 


ce qui montre que G est sur la médiane 
AAT, au tiers de AAT à partir de A’. 


Ce point G est appelé le centre de gravité du triangle 
ABC. 

La position de G étant indépendante de la façon dont on associe 
les points A, B, C, il en résulte que G appartient également aux 
autres médianes du triangle : ceci montre que les médianes d’un 
triangle concourent au centre de gravité du triangle. 


L'utilisation du barycentre permet de démontrer d'une façon 
analogue que certaines droites d'une figure sont concourantes. 


En voici des exemples. 
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9. Centre des moyennes distances de quatre points. 


Soient quatre points A, B, C, 
D affectés de coefficients égaux. A 


19 Pour déterminer leur bary- 
centre, remplaçons A et B, d'une 
part, C et D d'autre part par leurs 
bharycentres I et J affectés du 
cacfficients 2. I est milieu de AB, 
| cst milieu de CD. 

Le point G, barycentre de I et 
| est tel que : 

> GI 
M +26] = 0 + = — 1. 
GJ 
Donc G est le milieu de IJ. 


Le même raisonnement montrerait que G est le milieu des 
segments joignant les milieux des deux autres couples d’arêtes 
vpposées, d’où le théorème : 

Dans un tétraèdre, les trois segments joignant les milieux des 
les opposées se coupent en un même point qui est leur milieu 
commun. 


Ce point est le centre de gravité du tétraèdre ABCD. 


29 Pour déterminer G on peut aussi remplacer les points B, C, 
D par lcur barycentre g, affecté du coefficient 3. 


— 
Ona: 3g + GÀ = 0> SÊ 3, 
Gg 


ce qui montre que G se trouve sur le segment Ag, aux trois quarts 
de Ag à partir de A. 


Pour la méme raison, G appartient aux segments joignant 
chaque sommet au centre de gravité de la face opposée, et se trouve 
ax trois quarts de chacun d'eux à partir du sommet. 


Ce résultat, joint au précédent, montre que, dans un tétraèdre 
|| y a sept droites distinctes remarquables concourant au centre 
de gravité du tétraèdre. 
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10. Exercice. 


Barycentre des sommets d’un triangle affectés de coefficients égaux 
aux longueurs des côtés opposés (ou proportionnels à ces longueurs). 
Ata Désignons par a, b, c les longueurs 

des cótés. A, B, C étant affectés des 


M coefficients a, b, c, soit M le barycentre 
de A et B: 
7 MA b 
aMA + bMB = 0 => le 
+ a 
MB 
B (b) a Ca Donc M est le pied de la bissec- 
. trice intérieure de l'angle C. 
Fig. 10. 


On sait que le barycentre de A(a), 
B(b), C(c) est le méme que celui de Mio + b) et de C(o) : 


es GM — 
(a + b) GM + c GC = 0 > —— IC (2) 
Ge a+b 


ce qui montre que G se trouve sur la bissectrice intérieure de l'angle C, 
en un point déterminé par la relation («). Ce point G se trouve pour la 
même raison sur les bissectrices intérieures des angles A et B : donc les 
bissectrices intérieures d'un triangle concourent en un méme point. 


11. Transformation de la somme : 
«MA + BMB? + 4MC*. 
O étant un point quelconque, on peut écrire : 
— — — - > — — — — — 
MA = MO + OA; MB— MO + OB; MC = MO + OC. 
Effectuons les carrés scalaires des deux membres de ces éga- 
lités : 
ites POMA 
MA? = MO? + OA? + 2 MO.OA, 
-> + 
MB? = MO? + OP? + 2 MO.OB, 
> — 
MC? = MO? + OC? + 2 MO.OC. 


Additionnons-les membre à membre, aprés avoir multiplié 
chacun des deux membres de ces égalités, respectivement par <, 
B et y. H vient : 


«MA? + BMB? + MC? = (a + B + y)MO? + «OA? 
— — — — 
-- BOB? + yOC? + 2MO.(xOA + BOB + YOC). (13) 
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I. Supposons : « + B + y Á 0. 

La relation étant indépendante de O est encore vérifiée si 
nous prenons O en G, barycentre des points A, B, C affectés des 
coefficients œ, B et y. D'oà : 

„MA? + BMB? + YMC2 = (a + B + y)MG? + «GA? 
— — — — 
+ BGB? + «GC? + 2MG.(aGA + BGB + YGC). 
Or, d’après la théorie du barycentre : 
— — — 
«GA + BGB + YGC = 0. 
Donc dans l'hypothèse œ + B + y = 0, l'égalité (13) s'écrit : 


«MA? + BMB? + YMC? = (a + B + y)MG? 
+ aGA? + BGB? + YGC?. (14) 


C'est la formule de Leibniz. 


Notation abrégée. Cette formule peut s'étendre à un nombre 
" quelconque de points, notés A; affectés de coefficients &. On 
l'écrit alors : 
i-n i-n i=n : 
> MA? = MG? Zu + XE o4 GA? (14 bis) 
D i-l i=1 


"avant une notation déjà utilisée pour les coordonnées du 
barycentre., 


Application : 

Ensemble des points M de l'espace tels que : 
rM A? + 8MB? + yMC? = À (à donné) avec z + B + y Á 0. 

D’après (14) ceci entraîne : 

(a + B + Y)MG? + «GA? + BGB? + YGC? = A 
(«GA? + BGB? + yGC2) (15) 
x +B +Y | 

A, B, C, œ, B, y étant donnés, le point G est déterminé ` puisque 


1 est une constante donnée il en résulte que le second membre de 
(ette égalité est une constante ; soit p sa valeur: 


GM? = p. 


TT MG? —2^— 
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Discussion : 

De cette égalité on déduit que : 

1? si p > 0 : l'ensemble des points M est formé des points de 
la sphère de centre G et de rayon V p. 

29 Si p = 0: il existe un point M unique, confondu avec G. 


39 Si p « 0: il n'existe aucun point M répondant à la ques- 
tion. 


Cas particulier. Posons « = B = 1, y = 0. Le point G est 
alors le milieu de AB. La formule (14) donne : 


MA? + MB? = 2GM"? + 2GA? (théorème de la médiane). 


IL Supposons : a + Q + Y — 0. 
La relation (13) s'écrit : 
«MA? + BMB2 + yMC? = «OA? + BOB? + yOC? 


— — — => ° 
in + 2MO.(«OA + BOB + YOC), (16) 
— — — — 
20M.(x«OA + BOB + YOC) = «OA? + BOB? 
+ YOC? — (xMA? + BMB? + Y MC?). (17) 
Application : 


Ensemble des points M tels que : 
«MA? + gMB? + YMC? = À 
(À étant une constante donnée), 


(avec a + B + y = 0). 


— — — — 
20M.(xOA + BOB + yOC) = «OA? + BOB? + YOC? — en 


— — — 
Étudions ce que devient la somme «OA + BOB + YOC 
quand O varie. 


—— ——- — 
Soit O' un autre point quelconque : O'A — O'O + OA. 
— — — — — 
«O'A + BO'B + YO'C = a(0'O + OA) 
_ > — _ > — 
+ B(O'O + OB) + Y(O'O + OC) 
— -> — — 
= (ax + B + y)O'O + «OA + BOB + yOC, 
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d'où, puisque : &« + B + y = 0, 
— — — — => — 
«O'A + BO'B + yO'C = «OA + BOB + yOC. 


| — — — . 2 
Ceci montre que la somme: «OA + BOB + yOC est indé- 
pendante de la position de O ; c'est un vecteur fixe que nous dési- 


> > — => = 
racrons par V: V = «OA + BOB + yOC. 


Avec cette notation, l'égalité (18) s'écrit : 


OM.V = «OA? + BOB? + yOC2— 7. 
O pouvant être pris quelconque sup- 

posons qu'il soit l'origine de V. Soit m 

la projection orthogonale de M sur V. Ba 
Par définition : 


— > — — 
OM.V — Om.V. 


<| 


d'où : 
«OA? + BOB? + OCH — à — À 


Om = ——— > 
2V Fig. 11. 


Puisque |V| = Cie: Om = Cte, 


Donc les points M qui se projettent orthogonalement sur V 


anu point fixe m, appartiennent au plan perpendiculaire à V en 
n. 


Cas particulier. — Posons: M 

1, 8 = — 1, Y = 0 et suppo- 

ons que O soit le milieu de AB. 
La formule (16) s'écrit : 


MA? — MB? — 2 MO(OA — OB) 
= 2.0M.AB. 


Dr 


ess 
œ | 


— — 
Soit OH la projection de OM 


— 
«ir le support de AB ; on a: 
MA? — MB? = 2.AB.OH. 


Fig. 12. 
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EXERCICES 


31. Calculer les coordonnées du barycentre des points M1 et Mo, affectés res- 
pectivement des coefficients my = 1 et me = A, dans les cas suivants : 


a) M( 3,4 2); M7, —6, 4: à = 1/2. 

b) Mi(—1,4,—6); M2 2, 3,—7); à = —3. 

c) MC 8,4, 2): MG, 9, 6); à= —1/3, 

d) MC 73, 9); MR, 1, 2); À = 4. 

32. Calculer les coordonnées du centre de gravité des triangles de sommets : 
a) A(02, 5; B(1,—6,4; C( 0—5,—2) 

b) A(3,6,—2); B(7, —4,3); C(—1, 4,—7) 

c) A (a,b, c); B(b ca); C( c a b) 


33. Calculer les coordonnées du centre de gravité des tétraèdres de sommets : 
a) A(2,2, 4); BO, 5,—2); C( 5,1, 1); D(0,5, —1). 
b AG,6,—72); B7, —^4 3); C(—1,4 —7; D(0,0, O. 


34. Quel est le centre des moyennes distances des sommets d'un hexagone 
régulier convexe, et généralement d'un polygone régulier convexe de 2n cótés ? 
Méme question pour un polygone régulier convexe de (2n 4- 1) cótés. 


35. Soient trois points A, B, C, affectés des coefficients 1, 2 et — 3. Montrer 


> — — — 
que la somme V = MA + 2MB — 3MC est un vecteur fixe, quel que soit le point 
M. 

36. Soient cinq points Ay, Ae, As, A4, As. Montrer que les dix droites joignant 
le milieu du segment limité à deux d'entre eux, au centre de gravité du triangle des 
trois autres, ainsi que les cinq droites joignant chacun d'eux au centre de gravité du 
tétraèdre formé par les quatre autres concourent en un méme point. Généraliser 
à 6, 7 et 8 points. 


37. Si O, G, H sont respectivement : le centre du cercle circonscrit au triangle 

ABC, son centre de gravité et son orthocentre, montrer, en utilisant les propriétés 
— — 
du centre de gravité que : OH — 3OG et que, par suite : O, G, H sont alignés. 
— — 

En déduire que, si A' est le milieu de BC : AH — 2OA'. 

38. Quels coefficients œ, B, y faut-il attribuer aux sommets d'un triangle ABC 
pour que le barycentre de A, B, C soit le centre | du cercle inscrit, a, B, y étant 


exprimés en fonction des cótés o, b, c ? Méme question pour les centres des cercles 
ex-inscrits : lg, Ip, le et l'orthocentre H. 


39. Étant donné un triangle ABC, on appelle A', B', C' les milieux de BC, CA, 
AB et G le centre de gravité de ABC. Soit M un point quelconque de l'espace. 
Démontrer que l'on a : 
— — —— — 
2MA.MA' + MB.MC — 3MG? — 
cótés). 
Écrire les deux autres égalités analogues. 


a? + b2 + c? 


(a, b, c étant les longueurs des 


40. Quel est l'ensemble des points d'un plan dont la somme des carrés des 
distances à n points de ce plan est égale à une constante donnée k ? 
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41. Dans un plan rapporté à un repère orthonormé x'x, y'y, on donne les 
points A(a, 0), B(— a, 0). m, n et k étant des nombres relatifs (ou scalaires) donnés, 
quel est l'ensemble des points du plan, tels que : mMA? + nMB? = k. 


Examiner les cas particuliers : 19 m — n; 29m — —n. 


42. Soient les points A(a, 0, 0) ; B(O, b, 0) ; C(0, 0, c) et O(0, 0, 0). 
Ces points étant affectés respectivement des coefficients : 1, 1, 1, — 1 déter- 
inner les coordonnées de leur barycentre l. 


G étant le centre de gravité de ABC, montrer que les points O, G, I sont alignés. 
M désignant un point quelconque de l'espace, appliquer la formule de Leibniz 
w calcul de : 
MA? + MB? + MC? — MOZ, en fonction de a, b, c et MI. 


43. Soit un triangle ABC, de centre O, de centre de gravité G, | étant le centre 
Au cercle inscrit et la celui du cercle ex-inscrit dans l'angle A. Appliquer la formule 
de Leibniz au calcul de : 
OA? + OB? + OC? ; IA? + IB? + IC2: laA2 + 14B2 + laC?, 
«1 en déduire les expressions de ` OG?, IG? et l4G? en fonction des trois côtés du 
triangle, 


44. Dans un plan rapporté à un repère orthonormé x'Ox, y'Oy, on considère 
«uatre points : 
Au, 0); Ax0,1): As(—1,0); A40, — 1), 
Al Lë respectivement des coefficients m,, ms, Mg, m,( > 0). 
19 Calculer les coordonnées du barycentre G de ces points. 


29 A quelle relation doit-on assujettir les coefficients m,, Mg, mg, m, pour que 
'(décrive un segment de droite À donné passant par O ? Quelles sont les positions 
= lr êmes de G sur ce segment ? 

A quelle condition G décrit-il une diagonale A1 A3 ou A» A4 du carré 
"1 Ag AsA4? 

30 On pose: m, = < cos, u/2 ; mg = (I = œ) cos, v/2 

m, = asing u/2 ; m, = (Ï — œ) sin, v/2 


lI 


asec O < œ < l. 


Que représentent respectivement, le point g, de Ox d'abscisse : cos u, et le 
pont gg de Oy d'ordonnée cos v ? 

Quelle est la figure formée par l'ensemble des points G lorsque, u et v restant 
dtants, œ varie de 0 à 1? 

Quelle est la figure formée par l'ensemble des points G lorsque, « étant égal 
| T 7, uet v varient de façon que : u + v = m2? 


45. On donne un repére orthonormé Oxyz. Soit, dans le plan xOy, le cercle 


-> — 
t ) de centre O et rayon r. Un point M de ce cercle est repéré par (Ox, OM) = 
t (0 angle donné). Par M on mène la droite (A) parallèle à la bissectrice (8) de 


= 
uy, Oz). 
Quelles sont les coordonnées du point M ? 


A. 19 Écrire les équations paramétriques de (A). En déduire les coordonnées 
la point d'intersection, P, de (A) et du plan xOz. 


29 Ensemble des points P quand 6 varie. Retrouver géométriquement ce 
rc ultat. 
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39 On considère le cylindre défini par le cercle (C) et la droite variable (A). 
Quelle est la nature de la section (E) de ce cylindre par un plan perpendiculaire en 
O à (8). Préciser les éléments de (E). 


B. Le plan perpendiculaire en M à OM coupe y/y en Q et (A) en R. Soit (A') la 
paralléle menée par O à la droite MR. 

19 Quelles sont les coordonnées de Q et R en fonction de r et 0 ? Trouver les 
équations paramétriques de la droite MR et de la droite (A^). 

29 Un plan fixe de cote z = h coupe (A') en A, Oz en B, MR en C. Trouver les 
coordonnées de A en fonction de 8. 

30 Quel est l'ensemble des points A quand 6 varie? Retrouver géométrique- 
ment ce résultat. 

40 Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du tétraédre OMOR. 

G se projette en g sur xOz et en g' sur yOz. Tracer les ensembles des points g 
et gi en supposant r = 4. 


N. B. Aet B sont indépendants. 


CHAPITRE 4 


REPÈRE ORTHONORMÉ 
DROITE ET PLAN 


I. PRODUIT SCALAIRE 


1. Expression analytique du produit scalaire de deux 
vecteurs. 
Soient les vecteurs : Ü = Xii Yıj + Zi, 
et Ves Xii + Yoj + Zek. 
D’après les propriétés du produit scalaire, le produit : 
UV= (Xi + Yj + Z, R) X, i + Yaj + Zak), 
p ut-étre développé sous la forme : 
= ` 42 ? 2 2412 
U.V = xx,[;) + Y, Yolj) + zz) 
+ (X1Y2 + YıX2) 1.j + (X1Z2 + Z1Xo) k.i 


3-(3123 b 211274. (1) 
Le repére étant orthonormé : 
i Lj 
ilhk Sd pco =j k 0: 
jlk 


HS Hitre nee 


ct par suite, (6) se réduit à : 


U.V = XiX> + YiYo + ZıZə |. (2) 
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Application : 


4 étant vecteur unitaire de (D): (u)? = 1. 


D D > ° 
Soient «, B, y les composantes scalaires de x, ou cosinus 
directeurs de (D): 


u= xí + Bj + Yk. 
D'après (2): 


2. Expression analytique de la dérivée du produit 
scalaire. 


D’après la règle de la dérivation d’un polynôme, la dérivée de 


(2) est : 

(UNN = X4X', + YyAY', + Z,Z', + X,X', + Y,Y', + Z;Z',. (4) 

3. Expression des cosinus directeurs d'une droite don- 
née par des paramétres directeurs : a, b, c. 


Š 
Si V est un vecteur quelconque de (D) et À un scalaire tel que : 

> - E 

V = M a, b, c étant les composantes scalaires de V, œ, B, y 


N 
celles de u, on a : 


a = XX; b —; c = Xy, 
jus a b. ET. 
d'où: «— 7; =>; = 


et : a? + b? + c? = Rha 4 B2 + y?) = 22, 
À = + Va? -+ b2 pe 
Les cosinus directeurs de (D) s'expriment donc en fonction 
des paramètres directeurs, par : 


a b 
a= a m fon ; B=———— (5 
+ Va + b? + ë + Va? + bš + œ 


[4 


que — 
+ Var + b2 + c 
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^ étant la mesure algébrique de V sur la droite orientée (D) on 


prendra le signe + devant le radical si et V sont de même sens, 
ct le signe — dans le cas contraire. 


4. Distance de deux points. 
Soient les polne: 1 M,(x;, yp 23) et 

M (Xos Vas Za): M.M, = = (xs — x.) i 

` (a —)j + (za — z) k, 

ou, en posant : 


\2 =a S= X; Maus Y; 


Z. — 2; =>; 


M.M; = Xi + Yj + Zk. 


Formons le carré scalaire des deux membres, en appliquant la 
iryle du produit scalaire, il vient: 


M.M. = (Xi + Yj + Zk) = X? + Y? + Z2, 
doù: |MiMg| = XE + YE + Z? 
= V (zs — xi)? + (32 — y1)? + (zs — z). (6) 
5. Cosinus de l'angle de deux vecteurs. 
Soient les vecteurs : u (X1, Yı, Z1) et v (X2, Y2, Z2) : 
u.v = |u||v| cos (u, v) = X1X2 + Y1Ya + Zus, 
"i ju =VX F Yz TZ, lol = VX? + Y? + Z2 


Z X1X2 + Y1Y2 + ZıZ2 
cos(u, v) = — = === 
VIE EVE AVR EVE A 


(7) 


6. Orthogonalité de deux vecteurs. 
Soient deux vecteurs non nuls : Hedi Yı, Z1) et (Xs, Ya, Z2) 


(u, v) = 5 => cos(u, v) = = 0, 
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d’où : u | v => X1Xo + Yı Yo + ZiZa = 0. 
Réciproquement : 
u #0; UÁ 0 | >u | v. 
X X> + Y1Y2 + ZiZa = 0 
Énoncé : 


Une condition nécessaire et suffisante pour que deux vec- 
teurs non nuls de composantes scalaires (X3, Yi, Za), (Xs, Ya, 
Za) soient orthogonaux est que ` 


XiX + V1Yo + ZiZo = 0. 


II. ÉQUATION NORMALE D'UNE DROITE, 
EN GÉOMÉTRIE PLANE 


7. Soient le repère orthonormé : x'Ox, y'Oy et une droite (D) 
du plan. 


Désignons par H la projection orthogonale de O sur (D) et par 
M(x, y) un point quelconque de (D). 

Soient 2 le vecteur unitaire 
orientant la droite OH et ç 


— -> 
l'angle : (Ox, v). 
Posons OH = p. 
—— > —> => 
HM | ve HMv=0. (1) 


La relation (1) exprime une 
condition nécessaire et 
suffisante pour que M appar- 
Fig. 7. tienne à (D). 


Calculons le produit scalaire : H M»: 
——- — — ma 
HM. = (OM — OH).v 
— > — > 
= OM.» — OH.v: 
— 9 — > 
(1) s'écrit donc : OM.v = OH.v (2) 
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Les composantes de v sont : cos o, sin ç. 
(2) devient : x cos g + y sin g = OH.« = p. 


TT x cos g + y sin o — p = 0 |, (3) 
(3) s'appelle l'équation normale de la droite (D). 


'l'héoréme. — Soient H la projection orthogonale de O 
«ur la droite (D), « l'angle polaire d'un axe perpendicu- 
laire à (D), p l'abscisse de H sur cet axe, l'équation nor- 
male de la droite (D) est : 


X COS g + y sin @ — p = 0. 
Remarques : 


gc D D D 
1) Si n’est pas un vecteur unitaire, soient a et b ses compo- 
nantes scalaires : 


-> > — E 
OM.v = xa + yb (5); v = |v| = Va? + b, 
— 2 — K — — E = 
Or : OM.v = v.proj.; OM = v.OH = v.p. 
Posons : v.p = — c, 
Ou pV a? + b = — C. 
L'égalité (5) s'écrit alors : 
ax + by = —c ou ax-+-- by + c= 0. 
On retrouve l’équation générale d’une droite dans le plan. Elle 
est orthogonale au vecteur v(a, b). 


2) Sachant que les cosinus directeurs de OH orienté par ç, 


“ont: a b 
cos g = B = sin ç = (6) 


Vd F b vai qd 


On passe de l'équation générale à l'équation normale de (D) 


«n divisant tous les coefficients par : Va? + b2. 
3) Distance d'un point Mo(xo, yo) à une droite donnée par son 
‘quution normale. 
On sait que (voir Cours de 1'e) : 
d= [axe + by, + cl 


Va + b 
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Ici a? + b? = cos?g + sin2o = 1. 
d = |x cos 9 + y, sin g — p| (7) 


III. ÉQUATION DU PLAN 
8. Équation normale du plan. 


Soient le repére ortho- 
normé Oxyz et un plan (P). 


Désignons par H la projec- 
tion orthogonale de O sur (P) 
et par M(x, y, z) un point 
quelconque de (P). 


Soit ü un vecteur unitaire 
orientant la droite OH et cos g, 
cos B, cos y ses composantes 
sur les axes (cosinus directeurs 
de OH). 


Posons OH — p. 


: —— > —— => 
Fig. 8. HM loe HMo=0.. (1) 
La relation (1) exprime une condition nécessaire et suffi- 


sante pour que M appartienne à (P). 
— > 
Calculons le produit scalaire HM. v. 


— => — — > — > — > 
HM.» = (OM — OH)» = OM.» — OH. MEM 
(1) s'écrit donc : x cos œ + y cos B + z cos y = OH.v = p. 


ou : x cosa + y cos B + z cos Y — p = 0 |. (2) 
(2) s'appelle l'équation normale du plan (P). 


Théorème. — Soient H 1a projection orthogonale de O 
sur le plan (P), cos a, cos B, cos y les cosinus directeurs 
d'un axe perpendiculaire à (P), p l'abscisse de H sur cet 
axe, l'équation normale du plan (P) est : 


x cosa + y cos B + z cos y — p = 0, 
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9. Conséquence. 


Ta D DH D 
Si v n'est pas un vecteur unitaire, soient a, b, c ses composantes 


walaires. Y 
OM.v = xa + yb + zc. (5) 
Or v = |ò] = Var + b2 + ee. 
-> 2 — — 
Donc : OM.v = OH.v = pv a + b? + c?. 
En posant : pv a? + b2 + c = — d, on a donc: 


EEN o 


Réciproquement : soit M(x, y, z) un point dont les coordon- 
nées vérifient (6), et H sa projection sur le support de v(a, b, c). 
— => nr — 
(6) > OM.v = — d = OH.» = Cte. 
Le point M (x, y, z) appartient donc au plan (P) perpendiculaire 
au support de v au point H défini par OH.» = — d. 
Théorème. — En repère orthonormé, l'équation 
ax + by + cz + d = 0 


représente un plan normal au vecteur de composantes 
«calaires a, b, c. 


Remarques : 


1) Si v(a, b, c) n'est pas un vecteur unitaire, les cosinus direc- 
teurs dela droite OH sont: 


a b 
COS & = — — a cos B = — 
Va? + b? + c? Va? + b + cœ? 
cos Y — —— 
Va + b? + c? 
D'autre part : p—— SS 


V a? + b° + e 
On passe donc de l'équation ax + by + cz+d=0 à 
l'équation normale en divisant a, b, c, par Va? + b? + c. 


2) En divisant tous les coefficients par d = 0, on écrit l'équa- 
tron (6) sous la forme : 
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sb y 4 a1—0 

qui montre que l'équation du plan ne contient que trois paramétres 
indépendants. 

Il suffira donc de trois conditions pour déterminer un plan. 

Par exemple, trois points non alignés définissent un plan. 

Soient donc: A,(x,, y> 21), Alz Vos 23), As(xs,y 3, 23) les 
points donnés. En écrivant que leurs coordonnées vérifient l'équa- 
a 
d 


équations à trois inconnues, celles-ci étant les coefficients 


tion : 5x 4- d y + Ó z + 1 — 0, on obtient un système de trois 
a b c 
d'd'd 
qu'on représentera par U, V, W. 

Ux, + Vy, + Wz, +1 = 0, 

Ux E = 0, 


La solution (U, V, W) de ce système fournit les coefficients de 
l'équation du plan passant par A1, A2 et Ag. 


10. Plan passant par un point donné A(x, y, Zo) et 
> 


orthogonal à un vecteur V(a, b, c). 


V Pour qu'un point Mis, y, z) 
appartienne à ce plan, il faut et il 
suffit que V soit orthogonal à AM. 
=> — > > 
A A >M V LAM <> V.AM = 0, 
| ou a(x — xo) + b(y — yo) 
Fig. 10. + e(z — zo) = 0, 
ax + by + cz — (axo + byo + czo) = 0 |. (6) 
ou, en posant: d = — (axo + byo + czo) 


ax + by + cz + d — 0. 
11. Cas particuliers : 


19 Plans de coordonnées : 
b = c = d = 0 = x = 0 (plan >O). 
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a = c = d = 0 => y = 0 (plan xOz). 
u = b = d = 0 = z = 0 (plan xOy). 
2" Plans parallèles aux plans de coordonnées. 
h—c—0-2ax--d-0-mx— = (plan parallèle 
au plan yOz). 
4 =c = 0 => by + d =0 = y = = (plan parallèle 


au plan xOz). 


u =h = 0 => cz + d =0 => z= 4 (plan parallèle 


au plan xOy). 


An Plans parallèles aux axes. 
tu a = 0 l'équation est : by + cz + 
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(plan parallèle à Ox). 


d—0 
tu b = 0 l'équation est : ax + cz + d = 0 (plan parallèle à Oy). 
d — 0 


ue = 0 l'équation est : ax + by + 


12. Distance d'un point à un plan. 


(plan paralléle à Oz). 


Soient le plan (P) d'équation: ax + by + cz + d — 0, un 


point Mo(xo, Yo zo) et sa projection orthogonale H sur (P). 


On sait que le vecteur V(a, b, c) Mo 
«(t orthogonal à (P): on peut sup- 
poser que ce vecteur est porté par la 
dicite MoH. H 


Désignons par x;, yp 2, les coor- 


ilunnces de H, et posons : =. 


—— 
|MoH| = MoH = r. Fig. 12. 
Y — 
V. MoH = oi — xo) + b(y1 — yo) + e(21 — 20) 
= ax, + by, + c2; — (axo + by, + ez). 


Les deux vecteurs étant colinéaires : 


> — =. — 
IV Mall = |V||MoH| = rva + b? + e. 
Dc plus, H appartenant à (P) : 


guy | by deg, +d=0 ou ax, + by, + cez, = — d, 
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d’où : 
— — 
V.M,H = — d — (ax, + by, + czo), 
et par suite : 
— —— 
|V.M4H] = [axo + byo + czo + d| = rva + b? + e. 
Et enfin : 
„ — laxo + byo + Co + d| (7) 
va? + bè + c 
qui est la distance du point M au plan (P). 


Si le plan est donné par son équation normale, on aura : 
r = |x cos x + yo cos B + z cos y — P|. 


13. Application : Plans bissecteurs. 


Soient les plans : 
ax + by + cz + d= 0; a'x + b'y + e'z + d = 0. 
Pour déterminer les équations des bissecteurs des dièdres 


formés par ces deux plans on écrira que les plans bissecteurs sont 
formés de l'ensemble des points M,(x,, Yo, Zo) tels que: 


ege + byo + czo + d| | |a'xo + Py, + czo + 4] (8) 
d'oà les équations des plans bissecteurs : 
qp ct opes pg Lux pyra pd (9) 
va? + b? + ë? Va + bè + ç 
2o 9X + by +t cz +d _ ax by ce L d (10) 


va + bà + c8 Va? + b'2 + c'2 


EXERCICES 


I. Repëre orthonormé. 


46. Calculer les angles formés avec les axes par les droites joignant l'origine : 
a) au point M (8, 6, 0) ; 
b) au point N (2, —1, — 2). 
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47. Soit V = 2i + 5j + 3k. Calculer |V]. 


48. Soient les vecteurs : Vi(2, 2,5): Və(0, 3,3): Va(—2, 2, —2) et 
Lun, 4, 0). Calculer les composantes scalaires de la somme : 


EJ > > ec zx 
. . R = Vi + Va + Va + Va 
‘ler, cosinus directeurs. 


" i A > > > > > > 
Calculer les produits scalaires : V1.Vo ; V1.V3 ; Vi.Va et autres analogues. 


49. Calculer la longueur et les cosinus directeurs du vecteur AB dans les cas 
Vins : 

a) A (4, 7,—2); B (3, 5, — 4). 

b) A (3, —8, 6); B (6, —4, 6). 

1) A (a b, c) B(b c, a). 


50. Montrer que 


3 7 3 3 
A ER -j SB [uo -z) T C ER -1). 
2 2 2 2 


^l les sommets d'un triangle isocèle. 


51. A quelle équation satisfont les coordonnées de M(x, y, z) si sa distance au 
point. A(2, 3, 4) est égale à 10? 


52. Quelle est l'équation qui exprime que M(x, y, z) est équidistant de 
^d, i, 5) et B(0, 2, 4) ? 
53. Montrer que les points : 
A(—1,3/2,1); BQ,3/2, — 2): C(—1,9/2, — 2), 
ont los sommets d'un triangle équilatéral. Calculer le périmètre de ce triangle. 


54. Calculer le périmétre du triangle de sommets : 
ĄA(a, b,c); B(—a, b,c); C(—a, —b, —c). 


55. Calculer l'angle de deux vecteurs dont les composantes sont : 


a) (3, 6, 2)et(—6, 2,3. 

. 3, —2) et ( 3, —2, 6). 
et (3, 2,—4)et( 5,—4,3). 
|) (3, —1,5/2)et( 0, 5,1/3). 


> => > 
56. Vi, Və, Va étant des vecteurs unités portés par les bissectrices des faces 
du Hriedre Oxyz formé par les axes d'un repère orthonormé, calculer la longueur du 


E > > E 
dure V, somme de Vi, Ve et Va. 
m 
' alculer les angles du vecteur V avec les axes, et les angles que forment les 


> j> > > 
iers Vi, Vo, Va, V entre eux. 


57. Montrer que les points AC, 7, 2) ; B(4, 3, 1) ; C(1, 6, 3) ; D(2, 2, 2) sont 
Lk ^nmets d'un parallélogramme. 


58. Montrer que les points AC, 7/2, 3/2) ; B(3/2, 11/2, 1/2) ; C(O, 3/2, 2) et 
Iu 7:2, 7/2, 1) sont les sommets d'un rectangle. 
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59. Montrer que les points A(6, — 6, 0); DO, — 4, 4); CQ, — 9, 2) et 
D(— 1, — 7, 6) sont les sommets d'un losange. 


60. Calculer les longueurs des médianes du triangle dont les sommets sont les 
points : A(3/2, 2, — 1) ; B(7/2, 0, 4); C(— 5/2, 2, 3). 


61. Soit le tétraèdre de sommets OO, 0, 0) ; A(4, O, 0), B(4, 3, 0) ; C(O, 0, 3), 
Calculer les angles formés par les couples d'arétes opposées. 


62. Soient trois droites (D), (D^), (D^) concourant à l'origine des axes d'un 
repère orthonormé, et de cosinus directeurs respectifs (œ, B, y): (ei, B', Y): 
(of, B", Y^), tels que : 


3 
a=B=y= Lety =o. 


On suppose de plus que : (D), (D^, 
(D^) sont deux à deux orthogonales. Cal- 
culer a, e x", B”, Y”. 


63. Étant donné un repëre ortho- 
normé Oxyz, on suppose qu'un cube a son 
sommet en O et que les arëtes issues de O 
sont portées par Ox, Oy et Oz. La longueur 
de cette arête étant égale à a : 

19 Calculer les composantes et les 
cosinus directeurs des diagonales du cube 
issues de O et du sommet A porté par Ox : 
diagonales OG et AE (voir figure). 

29 Mémes questions pour les droites 
OE et DE. 

39 Soient O1, Og, Os les centres de trois faces qui ne contiennent pas O. 
Calculer les longueurs des arêtes du tétraèdre OO10203. 


M. Droites et plans. 


64. L'équation normale d'une droite, en géométrie plane étant : x cos ọ + 
y sin 9 — p = 0, écrire les équations normales des droites correspondant aux cas 
suivants : 

a) 9 = 3r/2 ; p 

b) Q = 2n[3; P 


65. Déterminer les valeurs de q et de p correspondant aux droites suivantes : 
a) x = 5. 


b) VIx+ v2y —6—= 0. 
c) VIx— /2y—8—=0. 
d) 3x — 4y — 2 = 0. 


66. Calculer la distance du point A(2, 1) à la droite dont l'équation normale 


est : 
QURE TEE. 
—-x4ly—3-0. 
CE 
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67. Calculer les coordonnées des points d'intersection des plans suivants, avec 
' axes du repère. 


a) 2x + 3y + 4z — 24 = 0. 

b) 6x + 4y =z + 12 = 0. 

c) 4x + 3z + 36 = 0. 

d) 5y — 8z — 40 = 0. 

68. Quelle est l'équation du plan déterminé par trois points A, B, C, dans les 
14 ulvants : 

a) A( 2,3, O; B(—2,—3, 4); C (0, 6,0). 

b) A( 1,1,-1); B(—2,—2,2; C(1,—1.2). 

c) A( 30, 0); B( O 5,0; CO 40,4). 


d) A(—1,.0 0); B 0,—1,0; CO 0.4. 


69. Montrer que les quatre points : A(2, — 3,4); B(1,0,2); C(2, --1, 2) 
X1, — 1, 3) sont dans un méme plan. 


70. Quelle est l'équation du plan passant par le point : A(4, 3, 3) et perpendi- 
1 ulaire au vecteur MiMe déterminé par les points ` M1(3, 4, — 1) et Ma(5, 3, 7)? 
71. Quelles sont les équations des faces d'un tétraèdre de sommets A(O, 3, 1); 


lur, —7,1); C(O, 5, —4) et DQ, 0, —1)? 


72. Quelle est l'équation du plan médiateur du segment A,A, déterminé par 
Lo points : A405, yy, Zu et A,(xs, yo, Za)? 


Application aux points : Au, 0, 0) ; Ae, 1, 0). 


73. Soient les points : O(0, 0, 0) ; A(4, 0,0) ; B(4, 3,0) ; C(O, 0, 3). Équations 
‘M. plans déterminés par les points ` 
u) O, B,C; b A,B, C; c) O, A,B; d)O,A,c. 


74. Soit le plan d'équation : x + 2y — z + 4 = O. Calculer : 
lo Sa distance à l'origine ; 29 sa distance au point A(6, — 3, — 1). 


75. Quelle est la distance du point B(9, — 1, O) au plan d'équation : 
4x + 3y + 1222 + 6 = 0? 


76. Quelles sont les équations des plans bissecteurs des dièdres formés par les 


lu. d'équations : 
11) z = 0 et y = 0. 
b) y = 0 et 3x — 4y = 0. 
o) y = 0 et 3x + 4z —12 = 0. 
d) x + 2y —z + 4 = 0 et 2x =y + 4z —1 = 0. 
e) 3x =y + 2z — 4 = 0 et x + 2y —z + 3= 0. 
I) 2x — y — 2z — 3 = 0 et 6x — 3y + 2z —4 = Q. 
£) 2x — y + 2z = 0 et x + 2y — 2z = 0. 


77. Déterminer la valeur de k de façon que le point A(5, — 4, — 6) appar- 
lu une au plan d'équation : 
x + ky — 2zz — 9 = 0. 
78. Calculer les coordonnées du symétrique d'un point Haze, Yo: Zo) par rap- 


port au plan d'équation 
ax + by ez + d = 0. 


CHAPITRE 5 


SPHÈRE — CYLINDRE — CONE 
(Repère orthonormé) 


1. Équation d'une sphère. 


Considérons la sphére donnée par 
son centre w(a, b, c) et son rayon R. 
Pour qu'un point M appartienne à 
cette sphère, il faut et il suffit que: 
oM =R ou oM? = R? 
siae) ou oM? — R2 = 0. 

Or la distance du point M(x, y, z) 
au point w(a, b, c) est donnée par la 
formule : 
oM? = (x — af + (y — b? 

Fig. 1. + (z — c}. 

Donc pour que M appartienne à la sphère, il faut et il suffit 
que : 


M(x,y,z) 


x 


(x_a)2 + (yb)? + (s--02-_-R2=01. D 
En développant (1) on obtient : 
x? -+ y? + 22 - 2ax — 2by — 2cz + a? + b? + c? — R? = 0, 


ou, en posant : 


d = a? + b? + c? — R$, 


x? + y? + z? — 2ax — 2by — 2ez + d = Q |. (2) 


Réciproquement : soit une équation : 
K(x? + y? + 22) — 2Ax — 2By — 2Cz + D = 0. (3) 
(K = 0). 
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Divisons tous les coefficients par K et posons : 
A B C D 
=a; ee =b; KTC Kk 4 
l'équation devient : 
+ y? + 22 — 2ax — 2by — 2cz + d = 0. 
que l'on peut écrire, sous la forme : 
(` Du DR S QM abs T 
Ou en posant: a? + b? + c? — d = R?, dans l'hypothèse : 
a? + b + ¿2 — d > 0, 
(x — ay + (y — by? + (z — c)? = R? = 0. 

Cette équation exprime que le point M(x, y, z) appartient à la 
“phère de centre w(a, b, c) et de rayon: 

R = Va + b? + c? — d. 

Conclusion : Toute équation du second degré de la forme (3) 
cc K Æ 0 est celle d'une sphère de centre w(a, b, c) et de rayon : 
k Va? + b + c? — d à condition que 
u’ | 0? + c? — d > 0, a, b, c, d étant égaux à: A B San 

. S H © K’ K’ K K 
1 pectivement. 
Remarques : 1) On notera que l'équation d'une sphère ren- 


line des termes x?, y?, 22 de coefficients égaux et ne contient pas 
dle termes en xy, xz ou yz. 


2) Les coefficients de cette équation dépendent de quatre 
| ainétres : une sphère est donc déterminée par quatre conditions. 


3) Si le centre est à l'origine a = b = c = 0, l'équation se 
vlt à: x? + y? + 32 — R2 = 0. 


Cas particuliers : 
I^ Sphère passant par l'origine O. 
(2) étant vérifiée, x—y—z—0-«d-—90. 
20 Bia = b = 0, le centre o a pour coordonnées : 0, 0, c, donc 
œ appartient à l'axe sis, 
De méme si: a = c = oo appartient à l'axe y'y. 
si: b =c = 0, œw appartient à l'axe x'x. 
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a = 0, « est dans le plan yOz, 
b =0, œ est dans le plan xOz, 
€ = 0, « est dans le plan xOy. 


2. Sphére passant par quatre points distincts et non 
coplanaires. 


On sait que par quatre points distincts et non coplanaires, 
passe une sphére et une seulement. 
Déterminons son équation, les points étant : 


Mi (xy, yy 2:1); M,(x> yo, Za); 

Mis(xs, ys, Sal: MAL Ya, 24)- 
En écrivant que les coordonnées des quatre points vérifient 
l'équation de la sphére, on obtient un systéme linéaire de quatre 
équations à quatre inconnues, celles-ci étant les coefficients a, b, c, 


x? -h yï + ad — 2axi — 2byy — Aen + d = 0, 


Lr — een = 0, 
Kéi + """"-——————— PPP d 0, 
NA € sedie eus ELSE €—À . = 0. 


La solution (a, b, c, d) de ce système, si elle existe, fournit les 
coefficients de l'équation de la sphère passant par les quatre 
points donnés. 


3. Équation d'une sphère de diamètre donné A,A.. 
Cette sphère est l'ensemble des points M tels que : 
—— ——- 
AoM | A1M, 
—— _ > 
ou : A1M.AoM = 0. (3) 


Soient Xo, yo, zy les coordonnées de Ao, 
X1 yp 24 les coordonnées de A1, 
x, y, z les coordonnées de M. 


— 
Les composantes scalaires de AoM sont : 
(x—x); O — yY); (2—20) 
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— 
‘t celles de AM : 
(x — x); O y); (z — 21) 
L'égalité vectorielle (3) se traduit par l'égalité scalaire : 


(v =xo)(x=1) + G—39)0 —»9) + (—2)(2 — 2) — 0, 


VOL a? + 3? — (xs + x) — (Yo + yy 
— (go + 2,)2 + Xoti + Kahn + 292i = 0. (4) 


l'osons : 
Aw + Au = 2a; Yo +31 = 25; 20 + 2, — 2c. 


TE XoX4 + Main + 2924 = d. 


Fig. 3. 


Nous retrouvons l'équation générale : 
x? + y? + 2? — 2ax — 2by — 2ez + d = Q. 
Le centre o a pour coordonnées ` 
Xo + Xi Yo + Ja Zo + 5 
2-5 2 ow 2 ` 
4. Plan tangent à la sphére en un point donné. 


Soient ` o(a, b, c) le centre et M,(xo, yo, Zo) un point de la 
sphère donnée de rayon R. 
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On sait qu'il existe un plan tangent en Mo. Soit M(x, y, 2) 
un point quelconque de ce plan, distinct de Mo. 


— — —— —— 
MoM L oMo < MoM.wMo = 0. (5) 
_ => 
Les composantes de MoM sont : X — Xo 
Y — Vos 
3 — z 
—— 
Celles de oMpo sont : xQ — a, 


Fig. 4. 


L'expression analytique du produit (5), est : 


(x — xo)(xo — a) + (y — yo)(yo — b) + (s — zo)(xo — c) = 0. 


ou en développant et ordonnant : 
(xo — a)x + (Yo — By + (zo — 95 + axo 
+ by, + ez, — x? — yg — 22 = 0. (6) 


Puisque Mo appartient à la sphère, on a : 
X2 + yò + 25 — 2axg — 2byo — 2629 + d = 0, 


ou d = 2ax, + 2by, + 2020 — x — ya — zi, 
don: 


d — axo — by, — €zo = axo + byo + Czo — xè — y? - 28. 
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Posons : Ï = d — ax; — by, — cz 
| 1 portons cette valeur dans (6), qui devient finalement : 


| — ax + Go — by + (so 02 1-0] (6 bis) 


C'est l'équation du plan tangent à la sphère (œ) au point 
Ve yo, Sol 


5. Condition pour qu’un plan donné soit tangent à une 
sphére donnée. 


Soit : ux + vy + wz + | = 0 l'équation d'un plan. 
En désignant par r la distance du point w(a, b, c) à ce plan, on 


nat que : 
o _ (ua + vb + wc + D? 
FE u?-J-o2--w? ' 
Pour que le plan soit tangent à la sphère, il faut et il suffit que : 
r? = R3, 
10): 
(ua + vb + wc + D? — R?(u? + v? + w?) = 0. (7) 


6. Équation d'une surface cylindrique de révolution d'axe 

Oz et de rayon R. 

Pour qu'un point M(x, y, z) appartienne à cette surface 
( \lindrique, il faut et il suffit que sa projection M’ sur le plan xOy 
Ippartienne au cercle section de la 
“face par le plan xOy c'est-à-dire 
» cercle du plan xOy, de centre O et 
de rayon R. 


Nosy, z) 


Donc les coordonnées de M doi- 
vu Im vérifier la relation : 


x? + y? Bä = 0. (8) 
C'est l'équation. de la surface 


i\lindrique de révolution d'axe Oz 
vi dec rayon R. Fig. 6. 


Mix y,o 


l:xemple : 
l'équation : x? + y? — 36 = 0 est dans l'espace celle d'une 
malace cylindrique de révolution d'axe Oz et de rayon : R = 6. 
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Si on coupe la surface cylindrique de révolution par deux plans 
perpendiculaires à Oz et de cotes respectives : z; et Sa on déter- 
mine un cylindre de révolution. 


Celui-ci est donc délimité par : 

19 la surface: x2 + y2- R? = 0; 

29 les plans: z—,; Z= Z% 

De méme, l'équation d'une surface cylindrique de révolution 
d'axe Ox, est : y? + 22 — R2 = 0. 


Celle d'une surface cylindrique d'axe Oz est : 
x? + 32 — R? = 0. 


7. Équation d'une surface conique de révolution d'axe Oz. 


Soit S le sommet, de cote OS = h. 

M(x, y, z) étant un point quel- 
conque de la surface, la génératrice 
SM forme avec l'axe un angle «, 
constant. 


Soit A la projection orthogonale 
de M sur l'axe. 


— 
Les composantes du vecteur SA 
sont : 0, 0, (z — h). 


Celles de SM sont : x, y, (x — h). 
— 

(SM)? = x? + y? + (s — h}; 
. — 

Fig. 7. (SA = (z — h}. 


— => > — 

SA.SM = |SA||SM| cos ü = (z — h)?, d'après l'expression 
analytique du produit scalaire (n° 2). 

Élevons au carré les deux derniers membres de cette égalité : 

— — 
[SA|?.]|SM][?.cos? œ = (z — Ay, 

ou (z — h)2[x2 + y? + (z — A?]cos? < = (z — bn, 

Divisons les deux membres par : (z — h}? ; il vient enfin : 

(x? + y?) cos? « — (1 — cos? a)(s — h)? = 0, 
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ou cn divisant par cos? œ Z 0: 


| x? + y? — (z — h)°tg2 a = 0 | (9) 


En particulier si le sommet S est en O: h = 0 et l'équation 


a'ccrit : 
| x2 + 52 _z22tg2a=0 |. (10) 


Coupons la surface par un plan perpendiculaire à Os, 
de cote z; ; nous déterminons ainsi un cône de révolution. 


Celui-ci est donc délimité par : 

19 la surface : x? + y? — (h — 2)? tg2 à = 0; 

29 le plan : z = z. 

l'équation d'une surface conique de révolution d'axe Ox, et 


de sommet S tel que OS — h est, de méme: 
y? + 22 — (x — h)? tg? a = 0. 


Celle d'une surface conique d'axe Oy est : 
x2 + 22 — (y — hy? tg? œ = 0. 


EXERCICES 


La sphère, 


79. Quelle est l'équation d'une sphère de centre « et de rayon R dans les cas 
en umts ` 
Ú 


l o (4,0, 0); 
l 


) R = 
) œw (0, 5, 0); R = 
) € (0, O, 10) ; R = 


B0. Déterminer le centre et calculer le rayon des sphères d'équations : 


a) x? + y? + 22 — 6x + 4z = 0. 
D x? + y8 + z? + 2x — 4y —5 = 0. 
d x9 + y? + z? — 12x + 6y + 4z = 0. 


81. L'équation : x2 + y? + z? + 4x —z + 7 = 0 est-elle celle d'une 


stinn, ? 


82. Quelle est l'équation de la sphère de centre (3/2, 0, — 1) qui passe par 
ie tant M(1/2, 3, = 5/2) ? Calculer son rayon. 
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83. Équation de la sphère déterminée par les points : 
A(1,2, — 1); B3, —1,0); C(2,1,1); D, 3, 1). 

Calculer les coordonnées de son centre et son rayon. 

84. Méme question, avec les données suivantes : 

a) A(0,0,0); B(40,0); C(4,3,0); D(0,0, 3). 

b) A(0, 0,0); B(0,2,0): C(4,0,0; D(0,0, — 6). 


85. Quelle est l'équation de la sphére centrée sur y'y et à laquelle appar- 
tiennent les points : 
A(0, 2, 2) et B(4, 0, 0? 


86. Quelle est l'équation de la sphère de rayon R = 11, et à laquelle appar- 
tiennent les points : 
A(1,1,0); B(0,1,1); C(1,0,1)? 


87. Quelle est l'équation de la sphére qui a pour diamétre le segment joignant 
les points : A(4, — 6, 5) et B(2, 0, 2)? 


88. Étant donnés le point P(xg» yg, Zo) et la sphère d'équation : 
x? + y? + z? — R? = 0, on mène par P une sécante qui coupe la sphère en A et B. 


Calculer le produit algébrique : PA.PB. Conclusion? 


89. Soit le point A(0, 0, — R) qui appartient à la sphère d'équation : 
x° + y? + z? — R? = 0. A tout point M(x, y, z) de la sphère, on associe 
le point M'(X, Y, O) du plan xOy, tel que la droite joignant M et M’ passe par A. 


Exprimer X et Y en fonction de x, y, z et inversement. 


90. Dans un repére orthonormé Oxyz, on donne les points A(2, — 1, 2) et 
B(5, — 5, 2). 

19 Calculer la distance OA et former l'équation du plan P perpendiculaire en 
A à la droite OA. 

20 Écrire les équations paramétriques de la perpendiculaire (D) menée du 
point B au plan P. Calculer la distance de B au plan P et former l'équation de la 
sphére, de centre B et tangente au plan P. 


91. Dans un repére orthonormé Oxyz, on donne la sphére (S) de centre 
s(2, 3, 2) et de rayon 2. 


19 Former l'équation du cône de sommet C(2, 3, — 2) circonscrit à la sphère 
(S). 

20 Former les équations des intersections de ce cône par les trois plans de 
coordonnées. 


92. 19 Dans un repère orthonormé Oxyz, tracer la droite (D) d'équations : 
x= 0 
O: oue 
20 Former l'équation du cône de révolution de sommet SO, 0, 0), d'axe SO 
et tangent à (D). 


39 Quelles sont les équations des génératrices du cóne situées dans le plan 
xOy ? 
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l^ Soit M un point du cône situé dans le plan yOz. M est repéré par l'angle : 


SE 
ns OM) = 6. 
lI ormer, en fonction de 0, l'équation du plan tangent au cône le long de SM. 
ider cette équation en donnant à 0 quelques valeurs remarquables. 


93. Dans un repére orthonormé Oxyz, on considére les surfaces d'équations : 


x2 + (y = R)? + 22 = RE, (1) 
R2 R2 
- x + (v -j = Q 


|” Quelle est la nature de ces deux surfaces ? 

^" Les surfaces définies par (1) et (2) ont un ensemble (T) de points communs. 
later que (D) se trouve aussi sur la surface d'équation : x? + y? — z? = 0, (3). 
' nu lli» est la nature de cette surface ? 

w (D) se projette sur le plan yOz suivant une courbe (I"). Former l'équation 
^ 2) -Ode la courbe (I). Construire (T). 

I^ (T) se projette sur le plan xOz suivant une courbe (T^). Former l'équation 
um, 7) = O de la courbe (I). Mettre cette équation sous la forme : x = h(z) et 
© o rure (T7), 


CHAPITRE 6 


HÉLICE CIRCULAIRE 


4. Définitions. 


Soient (S) une surface cylindrique de révolution d’axe Oz, 
orienté de z' vers z et (C) un parallèle de centre O, de rayon r, 
supposé orienté dans le sens positif pour un observateur placé sui- 
vant Oz. 

Par rapport au cercle (C) et à un de ses points A, pris comme 
origines, tout point M du cylindre se projettant en m sur (C), peut 
étre défini par: 


— 
a) l'angle (OA, Om) = 9 mesuré en radians, appelé rotation; 


— 
b) le vecteur mM appelé translation. 

On appelle hélice circulaire [a 
courbe (H) lieu des points M tels 
que la transiation soit propor- 
tionnelle à la rotation 

mM = z = hô. 

La constante de proportionnalité h 

est appelée « pas réduit » de l'hélice. 


Lorsque 0 augmente de 2r, le point 
M se transforme en Mi sur la génératrice 
mM ; la translation s'accroit de 


MM, = 2z. 
La valeur absolue de cette quantité, 
soit H = |2=h| 


est le pas de l’hélice ; l'arc MM, décrit 
est une spire de l’hélice. 


Fig. 1. 
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2. Sens de l’hélice. 


I hélice est dite directe si h est positif. 
L'hélice est dite rétrograde si h est négatif. 


Le sens de l’hélice est indépendant du sens de l'axe sis, car 
l'orientation du cercle change avec celle de l'axe. La cote z et 
luc D changeant de signe, h est inchangé dans la formule : 
bi hð. 


J. Propriétés caractéristiques. 


4) Développons le cylindre, support de l'hélice, sur son plan 
tangent (z) en A. Le cercle origine (C) se transforme en une droite 


Fig. 3a. 


(D) normale à la génératrice de contact AG, m et M ont pour 
homologues m' et M', tels que 


Am = Am —:0, mM = mM = h8 


l'ou — É == Cle. 


= 
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Il en résulte que M’, transformé de M, décrit une droite (A) 
dans le plan (x). 


Si « désigne l'angle (A, G), on a: 
mM h 
cotg % = NETS = F 
Aun! 
Réciproquement : Si on applique le plan (x) sur le cylindre, 
la droite (D) normale du cylindre, se transforme en un cercle (C). 


Le point M' a pour homologue M de projection m sur (C), : 
transformé de m'. On a 


mM = mM, 
Am = Am. 
Or m'M' — Am cotg « 


donc AM = Am cua 


z =r 0. cotg «.. 


L'ordonnée du point M est proportionnelle à son abscisse cur- 
viligne, donc à la rotation, et le point M décrit sur le cylindre, une 
hélice de pas réduit r cotg a. 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
courbe tracée sur un cylindre de révolution soit une hélice 
est que sa transformée dans le développement sur un plan 
soit une droite. 


b) Tangentes à l’hélice. 


Soient Mo et M deux points voisins sur une hélice (H), m, et 
m leurs projections sur le cercle origine (C). Les sécantes MoM et 
mom concourent en un point I du plan (P) de (C). 


On peut écrire 


miMa mM nM =< nM, 


Im, Im Tm — Im, 
mais, d'aprés la définition : 
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Donc, on a : 


Im, 


Duce: 


mMo_h Am— Âm, _ h „ 
r 


p 


mm 


75 


mom 
Si M tend vers Mo sur (H), m tend vers m, sur (C) et mm a 


pour position limite la tangente m, t au cercle (C) dans le plan (P). 


Le rapport em tend vers 1 ; le rapport 


mm 


telle que MoMa = tg B = r 
Loto 


Mo 


Im, 


M, 


a pour valeur 


š ¿ . Se "D . ñ 
limite F Le point I tend vers une position limite I, situé sur mçt, 


Fig. 3 b. 


la droite MoM a donc une position limite 10Mo qui est la 
tangente en Mo à (H). 


5a pente 


tg B = cotga — ^ = Cte 
c^t indépendante de la position du point Mo sur (H). 
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L'hélice circulaire admet une tangente en tous ses 
points et ces tangentes coupent les génératrices du cylin- 
dre sous un angle constant. 


Remarques. 1° Cet angle « est l'angle du développement de 
(A) et de la génératrice (G). 


29 La pente de la tangente est liée au pas de l'hélice par la 
relation 


c) Corollaires. On peut écrire : 


Im, = m. M, cotg B = in. = 70 = Am, 


La sous-tangente à l'hélice est égale à labscisse cur- 
viligne du point de contact. 


4. Équations de l'hélice. 
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19 Les paramètres 6 et z sont appelés coordonnées cylindriques 
de l’hélice, dont une équation est 
z = hð. 
29 Soient Ox le demi-axe passant par À et Oy complétant avec 
Ox le triédre trirectangle direct Oxyz. 


=> > > 


Désignons par 1, j, k respectivement les vecteurs unitaires de 
ces axes, par M, mo, M, les projections de m sur ces axes. 
= > — mo EE emm 
OM = Om, + j.Om; + k.Om; 
d'où les coordonnées de M sont ` 


x = r cos 9 
y = rsin 09 
z = ht. 


5. Déplacement hélicoïdal ou vissage. 


On appelle déplacement hélicoïdal ou vissage le pro- 
duit d'une rotation autour d'un axe Oz et d'une translation 
parallèle à cet axe. 


On verra que le produit de deux retournements par rapport à 
deux axes non situés dans le même plan est un déplacement 
hélicoïdal (chap. 23). 


6. Projection orthogonale sur un plan passant par l'axe. 


«) Projection sur le plan yOz. 
Soit m' la projection de M sur le plan yOz (fig. 4). 
Les coordonnées de m' sont : 

y —rsin0, z = hf. 


Entre ces coordonnées on a la relation : 


= r sin É 
y E 
La projection de l'hélice sur le plan yOz est donc une 


nluusoïde (fig. 6a). 


78 GÉOMÉTRIE 


b) Projection sur un plan quelconque passant par Oz. 


Soient un axe X'OX du plan xOy tel que : (Ox, OX) = x 
(x angle donné), et Y'OY un axe du plan xOy tel que : 


(OX, OY) = +> 


Fig. 6 a. 


+ — -> — — — 
On a: (OX, Om) = (Ox, Om) — (Ox, OX) = 9 — x; 
-> — > — > => n 
(OY, Om) = (OX, Om) — (OX, OY) = 6 — x — 7 
Les coordonnées de M par rapport au trièdre OX Yz sont donc: 


— + — 
X = Om cos(OX, Om) = r cos(0 — a) 
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— -> — T 
Y = Om cos(OY, Om) = r cos (o — a — 5) = r sin(0 — a) 
z = hð. 
Si m" désigne la projection de 
M sur le plan YOz, ces coordon- 
nées sont donc : 


Y = rsin (0 — œ), z = hð. 


La projection de l’hélice sur le 
plan YOz est une sinusoïde 


» : . &— ha 
d'équation : Y = r sin EY 


24 


Si on applique aux axes OY, 
Os la translation de vecteur: 


hak, on obtient le système d’axes 
Y OZ (fig. 6) tel que: 
Y = Y; et Z = z — ha. 


Par rapport à ce système 
d'axes, l'équation de la sinusoide 
Le 


Fig. 6 b. 
est: Yi = r sin T 
EXERCICES 


94. Démontrer qu'une hélice circulaire admet une infinité d'axes de symétrie. 
95. Démontrer que l'homothétique d'une hélice est une hélice. 


96. Construire une tangente à une hélice donnée 


a) passant par un point donné A ; 
b) parallèle à un plan donné P. 


97. Soient M et M' deux points d'une hélice, MT et M'T' les tangentes à la 
‘ourbe en ces points. On mène par M la parallèle MT1, à M'T'. MT et Hin coupent 
«n E et E le plan d'un parallèle (C). Montrer que lorsque M’ varie, M restant fixe, 
le point E décrit un cercle. En déduire que le plan MTT; tend vers une position 
I mite lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M. 


98. Soit M un point quelconque d'une hélice, E se projette sur l'axe Oz. Lieu 
‘lu point N tel que 
— — 
EN — k EM 
L etant un nombre algébrique donné. 


99. Soit M un point quelconque d'une hélice et E sa projection sur l'axe Oz. 
| icu des projections d'un point P sur la droite EM quand M décrit l'hélice. 
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100. Relation qui lie les pas de deux hélices orthogonales tracées sur un même 
cylindre. 


101. On porte sur une tangente en un point M quelconque d'une hélice un 
segment MN de longueur l. Lieu du point IN quand M décrit l'hélice. 


102. Sur un cylindre de révolution d'axe (D) et de rayon a, on consídére une 
hélice (H). On désigne par A un point fixe de (H), par O la projection orthogonale 
de A sur (D), par (P) ie plan passant par A et perpendiculaire à (D), par œ l'angle aigu 
que les tangentes à (H) font avec (P). Tous les éléments géométriques qui précédent 
sont fixés une fois pour toutes. On désigne enfin par M un point variable de (H) et 
par m sa projection orthogonale sur (D). (On pourra poser tg œ = k). 

19 Lieu du point L symétrique de A par rapport à mM. 


29 On considère des points C et C’ de (H) ; montrer que la perpendiculaire 
commune aux droites (D) et CC' est un axe de symétrie pour (H). 


30 Chercher le lieu (K) de la projection orthogonale d'un point donné B sur 
mM. (On pourra commencer par le cas où B coincide avec A, dans ce qui suit B est 
un point fixe quelconque). 

a) Montrer que (K) est une hélice et que l'on peut, sans changer (K), remplacer 
B par un point appartenant à une droite (A). 

b) Montrer que les points d'intersection de (H) et (K), quand ils existent, sont 
sur des droites que l'on construira. 

c) Comment les points d'intersections de (H) et (K) peuvent-ils se déduire de 
l'un d'entre eux ? 

. d) Déterminer l'angle aigu des tangentes à (H) et (K) en un point d'intersection. 
(On calculera une ligne trigonométrique de cet angle en fonction de œ, a, b = OB). 
(Montpellier). 


CHAPITRE 7 


VECTEUR VARIABLE 
FONCTION D'UN PARAMÈTRE 


1. Fonction vectorielle. / A 


a) Définition. Soient un 
père fixe Ox, Oy, Oz de vec- 


> = > 


teurs unitaires 7, j, k et un vec- 


tear libre Y de composantes 
walaires X, Y, Z relativement à 
ces axes, 

Supposons que, X, Y, Z 
wont des fonctions définies de la 
variable scalaire ? sur Pinter- 
valle (a, 5). 

t est le paramétre et on écrit: Fig. 1. 

N = X(t), Y = Y(t), Z = Z(t). 

Nous avons donc : 

2 V=X(0).i + YE + Z(t).k. 

On dit que V est fonction vectorielle de la variable t sur 
l'intervalle (a, b). E 

On désigne cette fonction vectorielle par : V(ż). 


b) Continuité. 
Une fonction vectorielle V(t), définie sur l'intervalle (a, 5), 


(t continue pour t = t, (a < t, < b), si V(t) tend vers V(t,) 
quand z tend vers fo. 


E > — 
l'osons : t = to = At, V(t) =V(t,) = AV. 
> — 
l'ar définition, V(t) est continue pour £ = to, si AV tend vers 
U quand Az — 0. 
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Pour que V(ż) soit continue pour £ = to, il faut et il suffit que 
les composantes X, Y, Z soient continues pour t — t,. 


Dans toute la suite, nous supposerons, sauf indication con- 
traire, que les composantes X, Y, Z sont des fonctions définies et 
continues de la variable # sur l'intervalle (a, b). 


2. Dérivée vectorielle relativement à un repére donné. 


Soient Oxyz un repère indépendant du paramètre t, V(t) 
un vecteur fonction de # sur l'intervalle (a, b), t, une valeur 
donnée de t et ty + At une valeur de z appartenant à l'intervalle 
(a, b). "I ñ u 

Le vecteur AV = V(t, + At) — V(t,) est l'accroissement du 
vecteur VU) correspondant à l’accroissement Aż de la variable f. 
Di On dit que, relativement au repère indépendant de t, 
V(t) admet un vecteur dérivé pour t = to; si le vecteur: 


— — — 
AV _ V{to + At) — V(to) 
At `` At 
tend vers une limite définie quand At tend vers zéro. 


Cette limite (si elle existe) est appelée vecteur dérivé ou dérivée 
de vun pour t = £,. Elle se désigne par VQ) ou V. 

L'existence d'un vecteur dérivé pour # = fy entraîne la conti- 
nuité de vu pour t = to. 

En effet, par hypothése : 


AV 
> [Av 
Or: AV — (5) At . (At Æ 0) 
At 
— 
— 
Par suite : Az — 0 > AV = (AV). At — 0. 


Nous retrouvons pour les fonctions vectorielles un résultat 
obtenu pour les fonctions d'une variable réelle. 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 83 


3. Coordonnées du vecteur dérivé. 


Soit : Vt)=Xi+Yj4+Zk (1) 
N, Y, Z étant des fonctions définies et continues de la variable t. 


Donnons à ż la valeur e On a: 
Ve) = = X(t)i i i+ Y(to-j ï + Z(to).k 
ou Vo = —X4 + Yi + Z ES (2) 
A partir de fa, donnons à t un accroissement At. Les accroisse- 
— 
ments correspondants de Xo, Yo, Zo, Vo sont respectivement 
— 
AN, AY, AZ, AV. Ona: 
Va + AV = (Xo + AX): + (Yo + AY)j + (Zo + AZ) R. (3) 
D’où, par différence de (2) et (3): 
— => 2 > 
AV = AX + AY.j + AZ.k 


— 
AV E 
Le vecteur Ar a pour expression : 
AV => E m ? AZ? 
u N taitu" 
AV . ¿osa d 
Pour que le vecteur "A ait une limite quand At — 0, il faut et 
tl suffit que les rapports : 
AX AY AZ 
At’ At! At 


icut des limites, c'est-à-dire que les fonctions X, Y, Z admettent 
iles dérivées Zo Y'o, Z'o pour t = to. 


Dans ce cas : 
Vie id N ïj 3 2s. k 
si Vo existe quel que soit 7, de Fintervalle (a, b), le vecteur 


derivé est une fonction de t que l'on note: V (s). 


— > > => 
V'(t) = X'i + Yj + Z'k 
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z => 
Théorème. — Étant donné un vecteur V(t) de compo- 
santes X(t), Y(t), Z(t) relativement à un repère i indépen- 
dant de t, les composantes du vecteur dérivé V'(t) sont, 
s’il existe, les dérivées par rapport à t de X(t), Y(t), Z(t). 


— 
Exemple. Soit un vecteur V(t) de composantes X = sin t, Y = cos t, 
Z — 2t relativement à un repére Oxyz indépendant de t. Les composantes 


pi 
de V'(t) relativement à ce repère sont ` 
X' — cos t, Y' — — sin f, Z' = 2. 


4. Interprétation géométrique de la dérivée d'un vecteur. 


Soit une courbe (C) ensemble 
des points M fonction d'un para- 
mètre f. 


O désignant un point fixe arbi- 
— 


traire, le vecteur OM est une 
fonction de f. 


Soit Mo la position de M pour 
t = to Supposons que le vecteur 
OM soit une fonction vectorielle 
continue au voisinage de # = f, et 
que la courbe (C) admette une tan- 
gente MoT en Mo. 


Fig. 4. 


Soit M’ la position du point M pour t = to + At. 
———- — — 
MoM’  OM'— OM 
At = ` At >` 
Ce vecteur est porté par la droite MoM', son origine est Mo. 
Quand At tend vers zéro, la droite MoM’ a, par définition, une 


position limite MoT tangente en Mo à (C). Donc, si le vecteur 
———- 

MoM’ EM ix: TM I 

—4;.- a lui-même une limite, ce vecteur limite est porté par MoT 


At 


et son origine est le point Mo. 


Considérons le vecteur : 


——— 


MOM quand At tend vers zéro 


2% 
est par définition le vecteur dérivé de OM pour t = fa 


Or la limite (si elle existe) de 
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Théorème. — Étant donnés un point fixe O et un point 
M défini en fonction d’un paramètre, le vecteur dérivé de 


—+ 
OM, s’il existe, est porté par la tangente à la courbe 
ensemble des points M et son origine est le point de con- 
tact de la courbe et de sa tangente. 


— 
Remarque. En tout point M où le vecteur dérivé (OM) 
existe et n'est pas nul, la tangente à la courbe (C) ensemble des 
— 
points M existe et admet (OMY pour vecteur directeur. 


— E 
Si, en un point M, (OM)' — 0, ce vecteur ne définit pas la 
tangente en M. 


5. Dérivées successives. 


La fonction vectorielle vm peut admettre une dérivée appelée 
dérivée seconde de O et notée V (0). 
Ses composantes seront ` X” (t), Y” (t), Z'(t) et ona: 
V” = X” i + Y” + Z” k. 
D'une façon générale on pourra définir de proche en proche les 
dérivées successives de Via Ainsi la dérivée d'ordre # sera notée 


V'?J(t), ses composantes sont ` X(#/(r), Y(t), Z(n)(t). 


6. Vecteur primitive. 


Soit une fonction vectorielle V de la variable t, de composantes 
NX (N, NO, Z(t): j n i w 
V = Xi + Yj + Zk. 
S'il est possible de définir une fonction vectorielle U, de la 
variable t, de composantes F(t), GO), HO) telles que : 
F'(t) = X(t); G'(t) = Y(t); H'(t) = Z(t), 


li lonction : U1 = Fi + Gj + Hk sera dite fonction vectorielle 
primitive de V. 
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Or, les fonctions telles que X(#) admettant une primitive PO), 
en admettent une infinité, qui diffèrent entre elles d’une constante. 

Soient : F() + C', G(t) + C", H(A + C" la forme générale 
des primitives de X, Y et Z respectivement. 


> 
L'expression des fonctions vectorielles primitives de V est 
donc : 


3 


U = (F + €)i + (G+ €)j + (H + C”) k 
= [Fi + Gj + HA] + [Ci + C} + C'A] 
ES C^, C^, C" sont les composantes scalaires d'un vecteur constant 
C, indépendant de t. 
| > — => 
Par suite : U=U +C E 
est la forme générale des fonctions vectorielles primitives de V. 
On dit aussi : vecteurs primitives ou primitives vecto- 
rielles de Vi), 
7. Dérivée d’une somme de fonctions vectorielles. 
A -> — — d E 
Soient Vi, V2 ... Vn des fonctions vectorielles de la méme 
— — — 
variable t admettant des fonctions dérivées ` V'i, V'a ... V'4. 


— 
Appelons W la somme : 
- > 


+ > — 


correspondant à une valeur donnée t de la variable. A l’accrois- 
sement A: de la variable, correspondent les accroissements 


— — — —— 
AW, AN, ANS... AVq, 
etl'ona: 


— — => — — — — ——- 
W + AW = (Vi + AVi) + (Va + AV) ... + (Va + AVa). 


— — — —— 
AW = AV1 + AVe ... + AV n. 


— ——- —— ——- 
AW AVi AV2 _ AV, 
At At At `” AC 
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AN: => 
Ch 
EL 
Par hypothèse: At—0-- "Ac V? 
AV, => 
Ap 50 


— 


, AW ere 
Quand Aż tend vers zéro, —— tend vers une limite W' : 


At 


— — — — 
W' = Vi + Va ... + V'h 


Théoréme. La fonction dérivée vectorielle d'une somme 
de fonctions vectorielles est la somme de leurs dérivées. 


8. Dérivée du produit d'une fonction vectorielle par un 
scalaire. 


— > 
Soit W = u.V, où u est une fonction de la variable t, admettant 
> 
une dérivée u’, V une fonction vectorielle de la méme variable t 


— 
admettant une dérivée V'. 
En utilisant les mémes notations que ci-dessus, l'on a succes- 
«nement : 
— — — — 
W + AW = (u + AuY(V + AV) 
— — =p =" 
= UV + uAV + Au.V + Au.AV 


— — > — 
AW = uAV + Au.V + Au.AV 
— — — 


AW — = A AV 
At `` 
, AV Au 
Quand At tend vers zéro, — et — admettent comme limites, 


2 At 


respectivement les dérivées : [2 et u'i. 
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La fonction 4 admettant une dérivée dans l'intervalle consi- 
déré, cette fonction est continue dans cet intervalle, donc : 


At — 0 = Au => Q. 
AŸ 
et Au > 0 


— 


| AW € 
Par conséquent, le rapport — tend vers une limite : 


At 
— — => 
W' = ONT + u'V. 


9. Dérivée d’une fonction vectorielle composée. 


E 
Soit la fonction vectorielle V(u) où u est une fonction de la variable t. 
Supposons de plus que : 


-> ch 

V(u) admet une dérivée par rapport à u : V'u 

u admet une dérivée par rapport à t : u't. 

À un accroissement At de la variable t correspond pour u un accroisse- 
— 


=> D 
ment Au et pour V(u) un accroissement AN (u). 


— 
AV 
or : AV = —.Au (Au = 0) 
Au 
— — 
d'oi AV AV Au 
d At Au At 


AN Au 
Quand At tend vers zéro, les rapports Ces et Se tendent par hypothèse, 
u 


EN 
respectivement vers V'u et u't. 


-> 


. AN NS 
Par suite At tend vers une limite : 


Nous remarquerons l’analogie qui existe entre les dérivées de fonctions 
vectorielles et les dérivées de fonctions de variables réelles. Ainsi nous 
aurions de même : 
ve Gu 12 Y " 
Vi = V',u, + EVE 
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10. Dérivée d’un produit scalaire. 


Soit 2(f) le produit scalaire des deux fonctions vectorielles Ú 


et V de la variable t, admettant respectivement les dérivées U et 
v par rapport à la variable t 


=> > 


z = U.V. 


=> — > 
Désignons par AU, AV et Az les accroissements de U, V et z 
correspondant à un accroissement At de la variable. Donc 


z + Az = (Ü + AU)(V + AV) 


> => > — —— — 
Az = U.AV + V.AU + AU.AV 
En divisant par At: 


— — 
Az GA SAU , AU ix 
— — 


E AU 
Si At tend vers zéro, par hypothése : zd et Aç tendent res- 
> => > 
pectivement vers ` V' et U' et comme V(#) est une fonction con- 
— 


tinue de la variable t, AV tend vers zéro avec At. Par suite, le 
> > => => 
second membre tend vers : U.V' + V.U' 


La fonction z(t) admet donc une dérivée 


=> — => — 
| œ -07 + m 


Application : Dérivée du carré scalaire 


bm > 2 

Soit : z(t) = [V(pJ2 = V.V. 
D > > > 
On a: = V.V' + VV. 


3 o` -> > -> 
d'où : | ai = (V2) = 2V.V' | 


Cas particulier important 


Supposons que V(t) garde un quand t 
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varie sur l'intervalle (a, b), la direction de V étant variable avec t. 
C'est le cas, par exemple, d'un vecteur lié, d'origine O dont l'extré- 


mité décrit une courbe tracée sur une sphère de rayon |V| = Cte, 


Ona: (VP = |V|2 = Cte 
-> > —> 
d’où : (V3y = 2V.V' = 0. 
=> — 
VV'=0 > > 
— => > > = V'orthogonal à V. 
V Z 0, V Z 0 


Théorème. Le vecteur dérivé d’un vecteur de module 
constant est un Vecteur orthogonal. 


Exemple : 

Relativement à à un repère orthonormé Ox, Oy, de vecteurs uni- 
taires z et j fixes, on donne un vecteur unitaire u d'angle polaire 
9 = e(t). 

Donc u — cos 0i + sin 0j. 

En dérivant par rapport à t, 
il vient : 

a  — sin 6.0.7 + cos 6.0.7 
= (— sin 0 ë + cos 0).9', 
d’où wi — [cos(z/2 + 8)i 
+ sin(x/2 + 0)j].9^. 


Le vecteur : 
cos(r/2 + 9); + sin(z/2 + 6), 
| de module 1, d'angle polaire 

Fig. 10. (0 + 7/2) est directement per- 

pendiculaire au vecteur z. Il définit un axe zs d'angle polaire 
0 4- 1/2. 

Le vecteur u' est porté par cet axe, sa mesure algébrique sur 
cet axe est Dei. 


11. Expression analytique de la dérivée d'un produit 
scalaire. 


Soient : Ü = Xii + Y1j + Zik 
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= Xai-4 Ya + Zak. 
z = U.V = XX + Y1Y2 + ZiZa. 


Par suite : si = (U.V) = XaX's + Y1Y'2 + ZZ 
+ X2aX'i + Y2Y'1 + ZZ’. 


Vo 


EXERCICES 


> > > 
Les vecteurs i, j, k sont fixes 


103. Donner les dérivées premières et secondes des fonctions vectorielles : 
3 3 > E 
V(t) = t.i + t?j + 2k 
2 3 : > -> 
VO = et.i + sin t.j + cos 2t.k, 


104. Trouver les vecteurs primitifs de : 


3 2 
Vi = 0 
E > > 
V(t) = i + j + 3t.k 
15 => 


> 2 
105. Les vecteurs i et j sont les vecteurs unitaires d'un repère orthonormé 
Ox, Oy indépendant de t. 


Soit : Vtt = (cos t — sin 9i + (cos t + sin Dm 


E EA E 
Chercher V"(t) et comparer les directions des vecteurs V et V". 


DEUXIÈME PARTIE 


Géométrie descriptive 


CHAPITRE 8 


REPRÉSENTATION DU POINT 


I. PLANS DE PROJECTION 


z 1. Remarque préliminaire. 


Un point À de l’espace a, sur un plan 
donné, une projection a ; mais un point de 
l’espace n’est pas complètement déterminé 

M par sa seule projection sur ce plan. En 
effet, si b est la projection donnée, le point 
projeté peut être un point quelconque de la 
perpendiculaire en b au plan. 


z’ Fig. 1. 
2. Détermination du point. 


Pour fixer la position du point 
nous emploierons la méthode 
des projections ou Géométrie 
descriptive. 

Dans cette méthode, on donne 
les deux projections a et a’ du 
point À, sur deux plans rectangu- 
laires H et F. Le point est déter- 
miné, car il se trouve à l’intersec- 
tion des perpendiculaires az, a'z’. 

La projection horizontale d'un 
point A est désignée par a, la 
projection frontale par a'. 


Fig. 2. 


3. Plans de projection. 


Les deux plans de projection sont perpendiculaires: l'un 
est nommé plan horizontal, l'autre plan frontal. 
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Ligne de terre. — 
On appelle ligne de 
terre l'intersection des 
deux plans de projection. 

La ligne de terre est 
désignée par xy. 

Relativement à l'ob- 
«crvateur, supposé placé 
4 droite, vers le haut de 
la figure, AH est la partie 
antérieure du plan hori- 
zontal, PH la partie posté- 
ricure du même plan, SF 
la partie supérieure du Fig. 3. 
plan frontal, et IF la par- 
lic inférieure. 


Remarques. — 1° Pour désigner le plan horizontal, et le 
plan frontal, on dit : plan H, plan F. 

29 Les quatre portions de plans, ou demi-plans, peuvent être 
appelées : frontal supérieur, frontal inférieur, horizontal 
un térieur et horizontal postérieur. 

39 Les deux plans forment quatre angles diédres droits, dési- 
gnés par les noms d'antérieur-supérieur, postérieur-supé- 
rieur, postérieur-inférieur et antérieur-inférieur, ou plus 
"implement par les numéros 1, 2, 3, 4. 

49 L'observateur est supposé placé dans le premier diédre, 
Avant x à sa gauche et y à sa droite. 

59 Le plan qui divise un diédre en deux parties égales est 
appelé plan bissecteur ; ce plan passe par l'aréte du dièdre. 

Il existe deux plans bissecteurs ; l'un d'eux, relatif aux diédres 
| ct 3, est le premier bissecteur ; le second bissecteur divise 
les diédres 2 et 4. 


4. Rabattement du plan frontal. 


Pour ramener l'étude des figures à trois dimensions à des pro- 
blèmes de géométrie plane, on fait tourner le plan frontal autour 
de la ligne de terre (fig. 4), de manière que sa partie supérieure SF 
venne se placer sur la partie postérieure PH du plan horizontal ; 
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alors la partie inférieure IF du plan frontal s’applique sous la 
partie antérieure AH du plan horizontal. 


(PH) ( S.F.) 
X (LF) (AH) 
Fig. 5. 


Disposition du dessin. — Pour la résolution des problémes, 
le rabattement est supposé effectué ; par suite, on se borne à tracer 
la ligne de terre sur la surface plane oü l'on veut dessiner (fig. 5). 


5. Épure. 


On nomme épure la représentation d'une figure de l'espace 
par ses projections, le plan frontal étant rabattu sur le plan hori- 
zontal. 


6. Théoréme. 


Aprés le rabattement du plan frontal, les projections 
d'un méme point sont sur une méme perpendiculaire à 
la ligne de terre. 

En effet, la projetante Aa 
est perpendiculaire au plan 
horizontal, Aa l'est au plan 
frontal ; donc le plan Aa'ma 
de ces droites est perpendi- 
culaire à chaque plan de pro- 
jection ; par suite, ce plan 
Aa'ma, est perpendiculaire à 
leur intersection xy; donc 
xy est perpendiculaire aux 
droites ma, ma', menées par 
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son pied dans le plan mA. Dans le rabattement du plan frontal 
autour de la ligne de terre, ma! restant perpendiculaire à xy vient 
se placer en méi, dans le prolongement de am. 


7. Réciproque. 


Deux points situés sur une méme perpendiculaire à la 
ligne de terre, aprés le rabattement du plan frontal, sont 
les projections d'un point déterminé de l'espace. 

Soient les projections b et A situées sur une méme perpendi- 
culaire à xy (fig. 7). 


Relevons le plan frontal ; 
mb' reste constamment per- 
pendiculaire à la ligne de 
terre, et devient mb'.. 


Le plan déterminé par les 
perpendiculaires mb, mb! , est 
lui-même perpendiculaire à 
xy, et par suite à chaque plan 
de projection, donc il con- 
tient les projetantes bc, b',d ` 
or ces lignes bc, b',d, situées Fig. 7. 


dans un méme plan, se coupent en un point B ; ainsi b et b' sont les 
projections d'un méme point B de l'espace. 


8. Ligne de rappel. 


On nomme ligne de rappel toute droite perpendiculaire à 
la ligne de terre et qui joint l'une à l'autre les deux projections d'un 
méme point. 

D'aprés cette définition, les théorémes précédents conduisent 
a la conclusion suivante : 

Les deux projections d'un point sont sur une même 
ligne de rappel. 

Donc deux points non situés sur une méme ligne de rappel ne 
peuvent être les projections d'un méme point de l'espace. 


4 
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Il. COTE ET ÉLOIGNEMENT 


9. Définitions. 


La cote c d'un 
point À est un nombre 
relatif. dont la valeur 
absolue est la distance 
aA (ou ma’) affectée du 
signe + si le point A 
se trouve dans les diè- 
dres 1 ou 2, et du signe 
— si le point À se 
trouve dans les dièdres 
3 ou 4. 

Si À € (H), sa cote 
est nulle. 


L'éloidnement e 
d'un point À est un 
nombre relatif dont la 
valeur absolue est la 
distance o A (ou ma) affectée du signe +- si le point A se trouve 
dans les diédres 1 ou 4, et du signe — si le point A se trouve dans 
les diédres 2 ou 3. 


Fig. 9. 


Si A € (F), son éloignement est nul. 


Sur l'épure : les cotes sont donc positives au-dessus de xy 
et négatives au-dessous ; 


les éloignements sont positifs au-dessous de xy et négatifs au- 
dessus. 


III. POSITIONS DU POINT 


10. 1° Le point appartient au premier dièdre. 


Le point A du premier diédre (fig. 10 a) a ses projections de part 
et d'autre de la ligne de terre, et sa projection frontale au-dessus de 
xy (fig. 10 b). Pour désigner le point A, on écrit : point (a, a’). 
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i 

' 

i 

I 

i 
— OUV— Y ————— 
x m 

' 

' 

I 

I 

iq 

Fig. 10 a. Fig. 10 b. 


29 Points des autres dièdres. 


b! 
bi Ma 
! ! 
! ! 
! ' 
x i | 
| | 
| 1g 
| » 
ic id 
Fig. 10 c. 


Sur la figure 10 c: 


le point (b, 5^) appartient au dièdre 2, car 
le point (c, c^) appartient au diédre 3, car 
le point (d, d^) appartient au diédre 4, car 


3° Points particuliers. 


y 19° m di 
| | un 
| | FO 1 
x e Ir hn g i i i ! 
| "e H | 
| IG À 
e; ih' im 


Fig. 10 d. 


: c> 0,e< 0; 
: c < 0,e <0; 
: c < 0, e > 0. 
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Sur l'épure 10 d : 


les points (e, e") et (f, f^) sont sur le plan horizontal car: c = 0; 
les points (h, h') et (g, g^) sont sur le plan frontal car: e = 0; 

le point (z, Z) est sur la ligne de terre car: e = c = 0; 

les points (j, j') et (m, m') sont sur le premier plan bissecteur, car, 
pour chacun d'eux : c = e. 

les points (/, Dier (z, n") sont sur le second bissecteur, car, pour 
chacun d'eux : c = — e. 


IV. RABATTEMENT D'UN PLAN VERTICAL 
SUR UN PLAN HORIZONTAL 


11. Rabattre le plan ver- 
tical V sur un plan hori- 
zontal H, c'est l'amener à 
coincider avec le plan H, en 
le faisant tourner autour de 
la ligne d'intersection mn 
des deux plans (fig. 11). 
L'intersection mz, trace , 
du plan V sur le plan H, est 
la charniére ou l'axe de 
rabattement. 
Un point A du plan ver- 
Fig. 11. tical se rabat en a, sur une 
perpendiculaire à mz, menée 
par a, projection horizontale du point, et l'on a: aa, = Aa, car 
dans le rabattement, Aa reste constamment perpendiculaire à mn 
et vient se placer en aa, dans le plan H. 


Un point B du plan vertical situé au-dessous du plan H se 
rabat de méme en b,, sur la perpendiculaire bb, à mn, de manière 
que bb, — Bb, et du côté opposé à celui de a, par rapport à mn. 


Remarque. — Tout point d'un plan vertical se projette sur 
la trace horizontale de ce plan, c'est-à-dire sur l'intersection de 
ce plan avec le plan horizontal. En effet, le plan V étant perpen- 
diculaire au plan H, la projetante Aa est tout entiére dans le plan 
V, et son pied a tombe sur l'intersection mn des deux plans. 
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12. Problème. 


Rabattre un point d’un plan 
vertical, connaissant [la trace 
horizontale du plan et les pro- 
jections du point. 

Soient mn la trace horizontale du 
plan vertical et (a, a") les projections 
d'un point de ce plan. 

Du point a (fig. 12), on mène 
une perpendiculaire à mn, sur laquelle 
un porte une distance aa, égale à la 
cote ba' du point considéré : a, est le 
rabattement du point (a, a). 
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CHAPITRE 9 


LA DROITE 


I. ÉPURE DE LA DROITE 


1. Rappels. 


On démontre que la projection d'une droite sur un plan est une 
droite, sauf si la droite est perpendiculaire au plan de projection, 
alors sa projection est un point. 


2. Soit une droite (D) qui n'est perpendiculaire ni au plan H, ni 
au plan F, sa projection horizontale sera une droite (d) et sa 
projection frontale une droite (d^) (fig. 1). 


Fig. 1. Fig. 2. 


Réciproquement, soient (d) une droite du plan H et (d') une 
droite du plan (F) non perpendiculaires à la ligne de terre. 
Supposons le plan frontal relevé (fig. 2). Menons par (d) un 
plan perpendiculaire au plan (H) et par (d") un plan perpendicu- 
laire au plan (F). Ces plans se coupent suivant une droite D qui est 
la seule ligne dont les projections horizontales et frontales soient 


(d) et (d^). 
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Théorème. — Deux droites (d) et (d') non perpendicu- 
laires à la ligne de terre déterminent une droite de l'espace. 


Les droites (d) et (d) 3. Cas particulier. 
ont sur une méme perpen- 
diculaire à la ligne de terre. 


Dans ce cas, la droite 
appartient à un plan de pro- 
lil, et toutes les droites du 
plan ont des projections con- 
londues. Mais l'une d'elles 
vst déterminée si l'on connaît 
les projections (a, a") et (b, 
h) de deux de ses points 
dig. 3). 

En effet, rabattons le plan 
de profil sur le plan horizon- 
ial en le faisant tourner 
Atout de sa trace horizon- 
tale ab. Il suffit de porter, 
wur les perpendiculaires à ab 
MIN points a et b, les dis- 
tances 


qq, = ma' et bb, = mb’ 


La droite rabattue a,b; est déterminée. 


Construction. — Après avoir tracé les perpendiculaires aa, 
11 bb,, à ab, pour porter les cotes correspondantes, on décrit des 
quarts de cercle a'a',, b'b', de centre m et de rayons mal, mb' ; puis, 
par a”, et b',, on mène les parallèles a'a; et b',b, à ab. 


Droite de profil. — 'Toute droite contenue dans un plan de 
polil se nomme droite de profil. 


Théorème. — Une droite de profil est déterminée par 
les projections frontales et horizontales de deux de ses 
points. 

Pour désigner la droite (D) du n? 2, on écrira : droite (D) ou 
dionte (d, d^) ; celle du n° 3 sera désignée par la notation ` droite 
\B ou droite (ab, a'b'). 
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Dans une épure, deux droites quelconques ne représentent pas 
toujours les projections d’une droite de l’espace. 


L'épure suivante (fig. 4) en donne des exemples. 


a’ b 


| | 


Ic“ 
| 
3 
I 
i 
' 
1 
1 
1 
' 
I 
3 
3 
' 


Fig. 4. 


On vérifiera aisément que le raisonnement qui établit la réci- 


proque (n° 2) est en défaut. 


5. Point situé sur une droite. 


Soient c et c' les projections 
d'un point situées respective- 
ment sur les projections (d) et 
(d') d'une droite ( ou d' non 
perpendiculaires à xy). Le point 
(C) appartient à D. En effet, 
relevons le plan frontal (fig. 2). 
La projetante c'C se trouve dans 
le plan qui projette (D) en (di: 
la projetante cC se trouve dans 
le plan qui projette (D) en (4). 
Ces deux projetantes se coupent 
donc sur AB en C. 
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Théorème. — Un point appartient à une droite (non de 
profil) si ses projections frontale et horizontale se trouvent 
respectivement sur les projections frontale et horizontale 
de la droite. 


Rappelons que c et c' sont sur une méme ligne de rappel. 


Remarque. — Le théoréme est en défaut lorsque la droite 
est de profil. 

Ainsi le point (c, c') (fig. 3) n'appartient pas à la droite (ab, 
u b^), comme on peut le voir dans le rabattement. 


6. Probléme. 


Trouver | sur une 
droite les projections 
d'un point de cote 
donnée. 

La cote d'un point est la ! I 


“ 
“ 
l 
l 
t 
H 
| 
detance de la projection ` —— 4 J 0 — 
[ 
H 
! 
“ 
1 
I 


tiontale de ce point à xy. 
Donc, en un point quel- 
congue el de xy (fig. 6), on 
“lève une perpendiculaire sur 
laquelle on porte la cote a 

donnée d. La parallèle f'c' à Fig. 6. 

vv rencontre a'b' au point c', 

projection frontale du point cherché ; une ligne de rappel déter- 
nine sa projection horizontale c sur ab. 


II. TRACES D'UNE DROITE 
7. Définition. 


On appelle trace horizontale d'une droite (non parallèle au 
plan horizontal) le point d'intersection H de la droite et du plan 
lnrizontal. 


Sa projection horizontale h est confondue avec H, sa projection 
hontale h' est sur xy. 
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On appelle trace frontale d’une droite (non parallèle au plan 
frontal) le point d’intersection F de la droite et du plan frontal. 


f' est confondu avec F, f est sur xy. 


L'épure est la figure 7 b. 


Fig. 7 a. 


Fig. 7 b. 


8. Détermination des traces d'une droite. 


19 La droite (d, d") est quelconque. 


Fig. 8 a. 


La trace horizontale 
est un point de cote 
nulle. Pour le détermi- 
ner il suffit donc de 
prolonger d' jusqu'à 
son intersection avec 
xy (si elle existe). La 


trace horizontale est : 


le point (h, h') (fig. 8a). 

La trace frontale est 
un point d'éloignement 
nul. Pour le déterminer 
il suffit de prolonger d 


jusqu'à son intersection avec xy (si elle existe). La trace frontale est 


le point (f, f^) (fig. 8 a). 
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29 La droite est de profil. 


Soit à trouver les traces de la 
droite de profil (ab, a'b') (fig. 8 b). 

Rabattons le plan de profil sur le 
plan horizontal, et soit a,b, le rabat- 
tement de la droite. 


a b, rencontre la trace du plan de 
profil en by, et xy en f,. 

Le point k,, de cote nulle, est la 
trace horizontale de la droite; ses 
projections sont h, A. 

Le point f,, d'éloignement nul, 
est le rabattement de la trace frontale 
de la droite; il a pour projections f, f’. 


9. Exercice. 


Traces d'une droite sur 
«haque plan bissecteur. 


Soient ab, a'b' les deux pro- 
ections d'une droite AB non de 
profil. Le point de rencontre de 
eite droite avec le premier bis- 
auteur doit avoir ses projections 
»vmétriques par rapport à xy. Il 
~atht de construire le symétrique 
ile l'une des projections par rap- 
port à la ligne de terre ; son 
intersection avec l'autre projec- 
"eon donne (7, 7), trace sur le c 
premier bissecteur (fig. 9). Fig. 9. 


Discussion. Si ab et ab sont symétriques par rapport à xy le probléme 
«1 indéterminé : la droite est donc dans le premier bissecteur. 


Si ab et a'b' font le méme angle avec xy, le probléme est impossible : la 
diote est parallèle au premier bissecteur. 


Le point de rencontre de la droite avec le second bissecteur doit avoir 
ws projections confondues ` c'est donc le point (o, 0), commun aux deux 
projections, qui donne la trace sur le deuxiéme bissecteur. 


Discussion. Si ab et a'b' sont parallèles, la droite est parallèle au 
vv ond bissecteur. 


Si ab et a'b' sont confondues, le probléme est indéterminé, la droite est 
dans le second bissecteur. 
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III. POSITIONS DIVERSES D'UNE DROITE 


10. 19 La droite rencontre les deux plans de projections ; elle a 
deux traces (n? 8). 


29 Droite horizontale. On appelle horizontale toute droite 
parallèle au plan horizontal. Tous ses points ont méme cote et sa 
projection frontale est parallèle à xy. Exemple : (h, h') (fig. 10 a). 
Elle n'a pas de trace horizontale. 


39 Droite frontale. On appelle frontale toute droite paral- 
léle au plan frontal. Tous ses points ont méme éloignement et sa 
projection horizontale est parallèle à xy. Exemple : (f, f") (fig. 10 a). 
Elle n'a pas de trace frontale. 


49 Droite parallèle à la ligne de terre. Elle est parallèle aux 
deux plans de projections. Tous ses points ont méme cote et 
méme éloignement. Ses deux projections sont paralléles à xy. 
Exemple : (d, d") (fig. 10 a). 


Fr d’ 
h’ 
x y 
Lac d 
f 
Fig. 10 a. 
50 Droite verticale. — On 


appelle verticale toute droite 
perpendiculaire au plan horizontal. 
Sa projection frontale v' est per- 
pendiculaire à xy et sa projection 
horizontale v est un point situé sur 
le support de oi. Exemple (v, v’), 
(fig. 10 b). 


6? Droite de bout. — On 
appelle droite de bout toute 
droite perpendiculaire au plan 
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frontal. Sa projection horizontale b est perpendiculaire à xy, sa 
projection frontale b' est un point situé sur le support de b. 


Exemple : (5, 5^), (fig. 10 b). 
79 Droite de profil. Voir n? 3. 


IV. DROITES CONCOURANTES OU PARALLÈLES 


11. Droites concourantes. 


S1 deux droites (D) et (A) 
se coupent en un point I, la 
projection horizontale, z, de I 
appartient nécessairement aux 
projections horizontales (d) et 
(S) de (D) et (A); de méme x _ = s y 
appartient nécessairement à (d^) 


et (3^). Les points i et d sont sur | 
une même ligne de rappel. d i 
ô 


Réciproquement : Soient Fig. 11 a. 
deux droites (d, d") et (à, 3") 
telles que : d et Š se coupent en i, d' et d' se coupent en 7', z et i 
étant sur une méme ligne de rappel. i et d définissent bien un 
point et ce point appartient aux deux droites (n? 5). 


d' 


Théoréme. — Deux droites sont concourantes si le 
point d'intersection des projections horizontales et le 
point d'intersection des projections frontales sont sur une 
méme ligne de rappel. 


Cas particuliers. 


19 Si deux projections de méme nom se confondent, d et à 
par exemple, et si les deux autres se coupent, les deux droites sont 
voncourantes. En effet, les deux droites sont dans le plan qui les 
projette sur le plan horizontal. Elles ne sont pas parallèles puisque 
leurs projections frontales se coupent. Leur point d'intersection 
est (2, Z) (fig. 11 b). 

29 Si l'une des projections se réduit à un point situé sur la 
projection de méme nom de l’autre droite, les deux droites sont 
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concourantes. Exemple : la droite (d, d") et la verticale (8, 8') se 


coupent en (i, i^) (fig. 11 c). 
d v 


Fig. 11 b. 


Remarque. — Deux droites situées dans un méme plan de 
profil sont concourantes ou paralléles. Pour déterminer le cas qui 
se présente, il suffit de rabattre le plan de profil sur le plan hori- 


zontal. 


12. Droites parallèles. 


Fig. 12 a. 


19 Soient (D) et (A) deux 
droites paralléles (non perpen- 
diculaires à l'un des plans de 
projection et non de profil), 
leurs projections (d) et (83) sur 
le plan horizontal sont paral- 
léles car elles sont les intersec- 
tions du plan horizontal et de 
deux plans paralléles (les plans 
projetants). 

De même (4') et (3) sont 
paralléles. 


Éventuellement d et 8 ou d'et à! peuvent être confondues. 


Réciproquement. Soient deux droites non de profil (d, 4") et 
(Š, à’) telles que Š et d sont parallèles ainsi que 3' et d. Les plans 
projetants passant par d et Š sont parallèles ainsi que les plans 
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projetants passant par d' et 3’. Ces plans se coupent deux à deux 
suivant quatre droites parallèles. Donc D et A sont parallèles. 


Fig. 12 b. 


Théorème. — Deux droites sont parallèles si leurs 
projections de méme nom sont parallèles. 


Cas particuliers. 


1° Si les deux droites ont méme d' 
projection horizontale, par exemple, 5 
ct si les projections frontales sont 


parallèles, les droites sont parallèles 

¿omme intersections des deux plans x y 
parallèles qui les projettent sur le d 

plan frontal par le plan unique qui RM — 
les projette sur le plan horizontal Fig. 12 c. 

(tig. 12 c). 


29 Deux droites perpendiculaires à un méme plan sont paral- 
letes. 


Remarque. — Deux droites de profil ne sont pas nécessaire- 
ment parallèles. 


112 


Fig. 13 b. 


GÉOMÉTRIE 


13. Applications. 


1? Mener par un point (a, a") 
une parallèle à une droite (d, d"). 

Par le point a, il suffit de mener à 
parallèle à d et par oa la droite Ai 
paralléle à d'. La paralléle cherchée est 
la droite (ô, 8^). (fig. 13 a). 


2° Reconnaître si deux droites 
données (d, d') et (8, 3') sont con- 
courantes. 


Fig. 13 a. 


Il suffit de vérifier que le 
point de rencontre des projec- 
tions frontales et le point de 
rencontre des projections hori- 
zontales sont sur une méme ligne 
de rappel, dans le cas oü ces 
projections se coupent dans les 
limites de l'épure. 


Dans le cas contraire, on 
sait que deux droites concou- 
rantes déterminent un plan. Or 
deux droites s'appuyant sur les 
premières déterminent le méme 
plan. 


On peut toujours se donner 
les projections concourantes de 
méme nom des deux droites 
auxiliaires, les projections fron- 
tales m'p' et n'g', par exemple 
(fig. 13 b); on détermine les pro- 
jections horizontales correspon- 
dantes mp et mq: ces dernières 
doivent se rencontrer, et les deux 
points d’intersection r et r' 
doivent appartenir à une méme 
ligne de rappel. 


S'il n'en est pas ainsi, les droites (d, d") et (8, 8') ne sont pas concou- 


rantes. 


EXERCICES 


Du point et de la droite. 


106. L'unité étant le cm, représenter les points de coordonnées : 


ü 


e — 2 
c3 


ë 


€ 
c 


lg 


—3 
—4. 


— 3,1 C fe 
+ 3⁄4 c 
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107. Représenter les symétriques des points À, B, C du probléme 106 : 
le Par rapport au plan frontal. 
20 Par rapport au plan horizontal. 


108. Sur une méme ligne de rappel, on a deux projections équidistantes de 
» Quelle est la position du segment rectiligne qui joint les deux points de l'espace ` 


l^ Lorsque la projection située au-dessus de xy est marquée a”, b, et que la pro- 
tion au-dessous est marquée a, b' ? 


2" Lorsque la projection au-dessus de xy est marquée c, c', et que celle au- 
^^ ous est marquée d, d' ? 


109. Sur une droite donnée (ab, a'b^), trouver un point M tel que sa cote soit 
| on éloignement dans le rapport 1/2 : 
l^ La droite est quelconque ; 29 la droite est de profil ; 3° la droite est de bout. 


110. Connaissant une projection d'un point A d'une droite de profil A, trou- 
«1 l'autre projection de ce point. 


111. Tracer une droite de bout et une verticale rencontrant deux droites 
donnees, 


112. Représenter un triangle ayant un côté horizontal et un côté de bout. 


113. Sur une méme ligne de rappel, on ales projections de deux points. Quelle 
* 1 la position de la droite qui joint ces deux points, lorsque les projections ont les 
Ahi [positions suivantes : 


I" a et b coincident et sont au-dessous de xy ; 
4 c et d coincident et sont sur xy ; 


" e et f coincident et sont au-dessus de xy ? 
l es deux autres projections sont distinctes l'une de l'autre ; remarque analogue 
peu les cas suivants : 


dJe oi et b’ coincident et sont au-dessus de xy ; 
Ia c et d' coincident et sont sur xy ; 
6? ei et f' coincident et sont au-dessous de xy. 


114. Mener par un point donné une horizontale et une frontale s'appuyant 
„t une droite donnée. 


115. Reconnaître si un point est sur une droite de profil. 


Traces des droites. 


116. Par un point donné mener une droite dont les traces h et f' soient équi- 
|^ tintes de la ligne de terre. 


117. Quel est l'ensemble des traces des droites menées par un point donné et 
cu ent inclinées sur chaque plan de projection ? 


118. Par un point donné, mener une droite telle que sa trace horizontale soit 
1. lois plus près de la ligne de terre que sa trace frontale, ou, plus généralement, 
ule que fes distances de chaque trace à xy soient dans un rapport donné, 
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419. Montrer que : 1° Toute parallèle à xy est contenue dans un des plans 
bissecteurs, où bien elle est parallèle à ces deux plans. 

2° Toute horizontale, non parallèle à xy, rencontre les deux plans bissecteurs ; 
il en est de même de toute ligne de front non parallèle à xy. 


120. Déterminer la trace d'une droite sur chacun des deux plans bissecteurs, 


121. Déterminer l'intersection d'une droite donnée et des deux plans bissec- 
teurs, dans les cas suivants : 

a) La droite est horizontale ; 

b) La droite est perpendiculaire à l'un des plans de projection ; 

c) La droite appartient à un plan de profil. 


122. Dans quel cas la droite dont les projections sont sur les traces de méme 
nom d'un plan appartient-elle à ce plan ? 


123. Comment reconnaft-on qu'une droite est située dans un plan mené par 
la ligne de terre et par un point donné ? 


124. Reconnaitre si une droite de profil rencontre une droite quelconque. 


CHAPITRE 10 
LE PLAN 


I. TRACES ET REPRÉSENTATION D'UN PLAN 
1. Représentation d'un plan. 


En géométrie, un plan est déterminé : 

lo Par deux droites qui se coupent ; 

20 Par deux droites parallèles ; 

30 Par une droite et un point extérieur ; 

40 Par trois points non en ligne droite. 

Les trois derniers cas se ramènent au premier, car il suffit de 
pnndre un point de l’une des parallèles à un point de la seconde 
(2°), ou de joindre le point donné à un point quelconque de la 
droite (39), ou enfin de joindre l'un des points à chacun des deux 
autres (49). 


Donc, en général, un plan peut étre représenté par les 
projections de deux droites concourantes (fig. 1). 


d’ 
5 


-------Mo 


[e] 


Fig. 1. Fig. 2. 
2. Traces d'un plan. 


la trace horizontale (xP, xy) (fig. 2) est l'intersection du 
plau donné avec le plan horizontal ; elle est elle-même sa projection 
hunzontale, et sa projection frontale est sur xy. 
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La trace frontale (xO', xy) (fig. 2) est l'intersection du plan 
donné avec le plan frontal; elle se confond avec sa projection 
frontale, et sa projection horizontale est sur xy. 


Un plan se représente souvent par ses traces. — Cela 
revient à représenter le plan par deux droites concourantes, car les 
deux droites (aP, xy) et (et), xy) concourent au point o. 


Remarques. — La trace horizontale a une cote nulle, la 
trace frontale a un éloignement nul. 


3. Les traces d'un plan concourent en un méme point de 
la ligne de terre, ou elles sont parallèles à cette ligne. 


Fig. 3 a. Fig. 3 b. 


En effet, le plan coupe xy ou lui est paralléle ; dans le premier 
cas, le point « intersection des traces appartient au plan frontal 
et au plan horizontal, donc il est sur la ligne de terre. 

Lorsque le plan est paralléle à xy, chaque plan de projection 
contient une paralléle, xy, au plan donné ; donc, les intersections 

a: P, Q', seront parallèles à xy. 


Désignation d'un plan. — 
Un plan se désigne par le nom de 
ses traces ou par une seule lettre ; 
ainsi on dit: le plan Da ou le 
plan P. Parfois on se borne à 
indiquer le point où il coupe xy ; 
on peut dire : le plan «. 


Fig. 3 c. 
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4. Point sur une trace. 


Un point appartient à la trace horizontale d'un plan 
lorsque la projection horizontale de ce point est sur la 
(race de même nom, et que la projection frontale est sur la 
ligne de terre. 


l.a trace horizontale est (xP, xy), et le point (c, c") se trouvant 
su! cette droite a ses projections sur les projections correspon- 
dantes de cette droite (fig. 3 c). 

Raisonnement analogue pour le point (b, b') de la trace verticale 
(+O, xy). 


Il. PLANS PARTICULIERS 
5. Plan vertical. 


On appelle plan vertical tout plan perpendiculaire au plan 
horizontal. 

Le plan vertical et le plan F étant perpendiculaires au plan H, 
leur intersection xQ' est perpendiculaire au plan H et, par suite, à 
w. D'où l'épure de la figure 5 b. 


Fig. 5a. , Fig.5b. 


Réciproquement, soit l'épure (fig. 5b) où la trace «Q' est per- 
pendiculaire à xy. aQ' qui appartient au plan F perpendiculaire au 
plan H, est perpendiculaire à l'intersection, xy de ces deux plans, 
rile est perpendiculaire au plan H. PzQ' est donc un plan vertical. 


Remarques. 1? L'angle Pay est le rectiligne du dièdre 
(P, a, F). Sur l'épure, 8 est l'angle des plans PaQ' et F. 


118 GÉOMÉTRIE 


2° Tout point M du plan vertical se projette horizontalement 
sur «P, sur l’épure il se représente en (m, m'). 


6. Plan de bout. 


On appelle plan de bout tout plan perpendiculaire au plan 
frontal. 

On démontrera ,comme au n? 5, que «P est perpendiculaire à 
xy et réciproquement. 


1 
' 
1 
1 
' 
' 
* 
m 


Fig. 6 a. Fig. 6 b. 


Remarques. 1° 0 est l'angle des plans PaQ' et H. 
2€ Un point M e PaQ' se représente en (m, m^), m' apparte- 
nant à «Q'. 


7. Plan horizontal. 


On appelle plan horizontal tout plan parallèle au plan 
horizontal de projection. 


mk 
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Un tel plan n'a pas de trace horizontale ; sa trace frontale est 
nu léie à xy. Un plan horizontal est un plan de bout particulier, 
ıt tout point de ce plan a sa projection frontale sur la trace frontale 
du plan (fig. 7). 


B. Plan de front. 


On appelle plan de front ou plan frontal tout plan paralléle 
wu plan frontal de projection. 

Un tel plan n'a pas de trace frontale ; sa trace horizontale est 
puallèle à xy. Un plan de front est un plan vertical particulier, et 
tout point de ce plan a sa projection horizontale sur la trace hori- 
soutale du plan (fig. 8). 


9. Plan de profil. Q 


On appelle plan de profil tout plan 
prrpendiculaire à la ligne de terre, c’est-à- 
ne aux plans de projection. Ses deux 
traces «P et ol sont perpendiculaires à xy 
(liss. 9). Le plan de profil est à la fois un 
plan de bout et un plan vertical ; donc les 
projections de tout point du plan sont P 
nituées sur les traces de ce plan. Fig. 9. 


x 


10. Plan passant par la ligne de terre. 


Ses traces se confondent 
avee xy. Pour que le plan soit b 
determiné, il faut connaitre les 
projections de l’un de ses points 
L. €), par exemple, ou toute 
antre condition, telle que l'angle 
qu'il forme avec le plan hori- 
zontal, 

Une droite de ce plan ren- 
iontre xy ou lui est parallèle; 
des lors ses projections (ab, 
uh) se coupent sur xy, ou lui 
uont parallèles : ex. : (cd, Cd) (fig. 10). 
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III. DROITES CONTENUES DANS UN PLAN 


11. Si une droite est dans un plan, ses traces sont sur les 
traces correspondantes du plan. 


Soient PaQ' et une droite HF de ce plan (fig. 112). Les traces 
Het F de la droite appartiennent respectivement à «P et ah, 
En effet : 


H appartient à la fois au plan horizontal et au plan Dat, donc 
à leur intersection «P. H est confondu avec sa projection horizon- 
tale h, et sa projection frontale h’ est sur xy. 


Raisonnement analogue pour la trace F. 


Fig. 11 a. Fig. 11 b. 


Réciproquement, si on se donne l'épure 11 b, il est immédiat 
que (4, h') appartient à la trace («P, xy) et( f, f ') à la trace (xy, oO), 
Donc la droite (hf, h'f') appartient au plan PaQ' et les points 
(h, h') et (f, f") sont les traces de la droite. 


12. Horizontales d'un plan. 
On appelle horizontale d'un plan toute paralléle au plan 
horizontal contenue dans le plan donné. 


Tout plan horizontal coupe un plan quelconque suivant une 
horizontale (fig. 12a.) 
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Fig. 12 a. Fig. 12 b. 


Une horizontale d'un plan est paralléle à la trace horizontale 
P et tous ses points ont méme cote. D’où l'épure 12 b. 


Conséquence. — Pour mener une horizontale FA dans un 
plan donné PQ’, on prend f’ sur aQ’, on détermine f sur xy, puis 
l'on mène f'a' parallèle à xy et fa parallèle à «P. 


13. Frontales d'un plan. 


On appelle frontale d'un plan 
tonte droite de ce plan parallèle au 
plan frontal. 


Tout plan frontal coupe un plan 
quelconque suivant une frontale. 


Toutes les frontales d’un plan 
nont parallèles entre elles et à la trace 
liontale du plan. 


Tous les points d'une frontale 
ant méme éloignement. 


Conséquence. — Pour mener 
nue frontale dans un plan donné 
KES" (fig. 13), on prend h sur BR, on 
détermine h', puis l’on mène hg 
parallèle à xy et h'g' parallèle à BS’. Fig. 13. 
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14. Ligne de plus grande pente d’un plan. 


Fig. 14 b. 


On appelle ligne de plus 
$rande pente d'un plan par 
rapport au plan horizontal, 
toute droite CD du plan donné 
(fig. 14 a) qui forme avec sa pro- 
jection horizontale le plus grand 
angle possible. 

On sait que CD est perpen- 
diculaire à l'intersection AB du 
plan donné et du plan horizon- 
tal. CD est donc perpendicu- 
laire à toute les horizontales 
EF du plan donné. 


L'angle droit (CD, EF) se 
projette sur le plan H suivant 
un angle droit car il a un cóté 
paralléle au plan H. Donc : 

En épure (fig. 14 b), la pro- 
jection horizontale ab d'une 
ligne de pente du plan PaQ' est 
perpendiculaire à la trace xP. 


Une ligne de plus grande 
pente (ab, a'b') suffit pour 
caractériser un plan ; car on 
peut en déduire les traces du 
plan : par la trace horizontale b 
de cette ligne, on peut mener 
«P perpendiculaire à ab, puis 
joindre œ à la trace frontale a’ 


(fig. 14 b). 


IV. APPLICATIONS 


15. Étant donnés un plan et l'une des projections d'une droite 
de ce plan, trouver l'autre projection de cette droite. 

1? Le plan est donné par ses traces. — Soient le plan PaQ' et la 
projection horizontale ab d'une droite de ce plan (fig. 15 a). 
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La droite appartenant au plan, ses traces se trouvent sur les traces 
: etrespondantes du plan (n° 11). 

La trace horizontale appartient à la fois à ab et à «P ; elle est donc à 
I ii intersection h, et sa projection frontale est en h' sur xy. 


Fig. 15 a. Fig. 15 b. 


Le point f, intersection de ab et de xy, est la projection horizontale de 
la trace frontale ; cette trace frontale doit se trouver sur xQ' ; elle est déter- 
nimee par la ligne de rappel ff. 

h!f' est la projection demandée. 


2° Le plan est donné par deux droites concourantes. — Soit 
nn plan déterminé par les deux droites (oa, o'a’) et (ob, o'b"), et soit c'd' la 
projection frontale d'une droite de ce plan (fig. 15 b). 

La droite cherchée étant dans le plan coupe les droites du plan ; elle 
soupe (oa, o'a^) en (c, c") et (ob, o'b") en (d, d"). 

On procède de la méme manière lorsque le plan est déterminé par deux 
iltoites parallèles. 


16. Étant donnés un plan et l'une des projections d'un point 
de ce plan, trouver l'autre projection de ce point. 

l'ar la projection donnée, projection horizontale, par exemple, on méne 
unie droite que l’on considère comme étant la projection horizontale d'une 
‘hote du plan ; on détermine la seconde projection de cette droite et une 
lene de rappel fait connaître la projection demandée. 


1° Le plan PaQ' est donné par ses traces (fig. 16 a). 
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Soit a la projection donnée. Par a, menons une projection horizontale 
quelconque hf, déterminons AT. La droite HF est contenue dans le plan, 
donc a' se trouve à l'intersection de h'f' et de la ligne de rappel aa’. 

Lorsqu'on donne la projection horizontale du point, on peut employer 
avec avantage une horizontale du plan : on mène ab parallèle à «P, puis a'b’ 
parallèle à xy. Le point a’ est mieux déterminé par des lignes aa’, b'a', qui 
se coupent à angle droit. Lorsqu'on donne la projection frontale du point, 
on peut recourir à une frontale. 


29 Le plan est donné par deux droites. 


Soit un plan donné par deux droites concourantes (fig. 16 b). 

Si l'on donne a', on mène a'b'c' quelconque, puis on en déduit bc ; la 
droite BC appartient au plan, et la ligne de rappel a'a détermine le point 
demandé. 


17. Déterminer les traces d'un plan défini par deux droites 
concourantes ou parallèles. 


La trace horizontale du plan a une cote nulle, il suffit de déterminer sur 
les deux droites (concourantes ou paralléles) deux points de cote nulle. 

De méme la trace frontale du plan sera déter- 
minée par deux points d'éloignement nul sur les 
deux droites données. 

Soient deux droites parallèles (ab, a'b") et (cd, 
c'd') (fig. 17a). Sur ces droites : (a, a^) et (c, c") sont 
des points de cote nulle, (b, b”) et (d, d") des points 
d'éloignement nul. Donc «P passe par a et c, ol par 
b' vd (remarquons que ac et b'd' se coupent sur xy 
en a). 


Sur Pépure de droites concourantes 
(eb, ed), (e'b', e'd') on a également déterminé 
les traces du plan des deux droites (fig. 17 b). 


Fig. 17 b. 


EXERCICES 


Du plan. — Traces des plans. 
125. Mener une droite dans un plan de bout ou dans un plan vertical. 
Mener une droite dans un plan de front ou horizontal. 


126. Mener une droite parallèle à un plan de bout. 
Mener une droite paralléle à un plan vertical. 


127. Placer dans un plan de bout un point d'éloignement donné. 
Placer dans un plan de bout une droite d'éloignement donné. 
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128. Traces d'une droite à projections confondues ou parallèles, 


129. Traces d'un plan déterminé par une droite À quelconque et un point À 


130. Traces d'un plan déterminé par deux droites à projections confondues. 


131. Trouver la projection 8 d'une droite (8', 8) d'un plan PæQ’, sachant que 
A pase par œ. | 


132. Traces d'un plan déterminé par xy et un point. 
l races d'un plan déterminé par un point quelconque et par une droite du second 
1. ru leur, 


133. Traces d'un plan déterminé par deux droites concourantes dont l'une est 
I vallele à Xy. 


134. Traces d'un plan déterminé par deux droites concourantes en un point 
4 +, ou par deux parallèles à xy. 


135. Construire les deux traces d'un plan, connaissant un point de l'une des 
ac ainsi qu'une droite A du plan, si A est parallèle à xy. 


136. Déterminer les traces d'un plan donné : 
i" Par deux droites dont l'une est de profil ; 
^^ Par deux droites concourantes dont l'une a ses projections confondues. 


137. Trouver un point d'un plan, connaissant sa cote et son éloignement. 
138. Vérifier si un point appartient à un plan. 
139. Trouver dans un plan paralléle à xy un point de cote donnée. 


140. Tracer dans un plan paralléle à xy : 
l^ Une frontale d'éloignement donné, 

Au Une horizontale de cote donnée, 

* Une ligne de plus grande pente. 


141. Étant donné par ses traces un plan parallèle à xy, et connaissant la pro- 
ii ion frontale d'un point de ce plan, trouver l'autre projection. 


142. Dans un plan défini par une droite de profil et un point A, tracer une 
tontale, une horizontale, une ligne de pente passant par un point B du plan. 


143. Tracer dans un plan donné PaQ' une droite parallèle à l'un des bissec- 
doit 


144. Reconnaître si un point (a, a^) est dans un plan parallèle à xy. 
145. Mener par une droite un plan dont les traces soient en ligne droite. 


146. Construire dans un plan donné un segment horizontal ou frontal de 
Luut donnée et s'appuyant sur deux droites du plan. 


147. Construire les traces du plan déterminé par trois points donnés par leurs 
(ue tions, dans les deux cas suivants : 

1» Deux de ces points appartiennent à une droite parallèle à xy ; 

A Deux de ces points sont sur une méme droite verticale ou de bout. 


CHAPITRE 11 


CHANGEMENT DE PLAN DE PROJECTION 


1. Introduction. 


La Géométrie descriptive se simplifie lorsque les données ont 
des positions particulières, relativement aux plans de projection, 

Il est donc utile, et parfois nécessaire, de rapporter les données 
à de nouveaux plans de projection qui permettent d'employer des 
constructions plus simples. 


1. CHANGEMENT DU PLAN FRONTAL DE PROJECTION 


2. But de la méthode. 


Le changement de plan frontal a pour but d'amener une droite 
quelconque à étre paralléle au nouveau plan frontal, ou un plan 
quelconque à lui étre perpendiculaire. 


3. Effectuer un changement de plan frontal pour un point, 


On donne les projections 
d'un point dans le systéme des 
deux plans rectangulaires H et 
F. Il s'agit de déterminer les 
projections de ce point dans le 
systéme des deux plans rectan- 
gulaires H et F1 (fig. 3). 

Un point A de l'espace a 
pour projections dans les deux 
systèmes a, d et a', 


On a: mal = aÀ, 
——o 
na' = aA, 


donc ma = na',. 
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Vinsi, lorsqu'on change le plan frontal de projection : 


l” la projection horizontale d'un point quelconque ne 
(hunge pas ; 
Ju la cote du point reste constante. 


4. Régle pratique. 


Lorsqu'on change de plan frontal, la nouvelle projection 
Irontale d'un point s'obtient en abaissant, de la projection 
horizontale, une perpendiculaire sur x,y,, et en poríant, 
dans la direction convenable, la cote du point considéré. 


pure. — 19 Soient a et a’ les projections d'un point dans le 
»éme xy. Il faut trouver ses projections dans le système x,y, 
(um: 4 a). D'abord, la projection horizontale, a, ne change pas. 


Fig. 4 a. Fig. 4 b. 


Du point a, on abaisse une perpendiculaire ana'; sur x,y, et 
l'un porte une longueur za ,, égale à ma, au-dessus de xiy; 
luque la cote ma’ est positive, a', est la nouvelle projection 
It ze du point considéré. 


2" Soient encore a et a’ les projections d'un point dans le 
siteme xy, et xy, la nouvelle ligne de terre (fig. 4 b). On mène 
"ua , perpendiculaire à x, y,, et, puisque la cote ma’ est positive, 
mi porte au-dessus de x, y, la distance. na’, = ma’. 


Dans ce changement de plan frontal, le point (a, 4',) se trouve 
ins le second dièdre. 
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5. Effectuer un changement de plan frontal pour une 
droite. 


II suffit d'effectuer, pour deux points qui déterminent la 
droite, le changement défini au problème précédent. 


1° Soient (ab, a'b’) les projections d’une droite dans le système 
xy (fig. 5 a). Pour obtenir la nouvelle projection frontale dans le 


Fig. 5 a. Fig. 5 b. 


système x,y,, des points a et b, il suffit d'abaisser des perpendicue 
laires sur x,y,, et de prendre sur ces perpendiculaires : 


ma’, = ca' et nb', = db'. 
ab’, est la nouvelle projection frontale de la droite. 
2o Il est avantageux de choisir, pour l'un des points à projeter, 
le point de cote nulle. 


Exemple : (a, a’) (fig. 5 b). 


6. Applications. 


Par un changement de plan frontal : 

1° Rendre une droite donnée parallèle au nouveau plan 
frontal. 

Il suffit que la nouvelle ligne de terre x,y, soit parallèle à la 
projection horizontale de la droite. 

Soit (ab, a'b') la droite donnée (fig. 6). Prenons x, y, parallèle 
à ab et déterminons la nouvelle projection frontale oi A, de la 
droite. 
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La droite (ab, a',b',) est parallèle au nouveau plan frontal ; 
s'est une frontale dans le système x44. 

Donc : la distance des points A et B est ah, (fig. 6 a). 

L'angle de AB et du plan horizontal est (x,y,, a'b). 


Fig. 6 a. Fig. 6 b. 


29 Amener une horizontale à étre une ligne de bout. 

11 faut choisir un plan frontal perpendiculaire à la droite don- 
ncc. La nouvelle ligne de terre x,y, doit être perpendiculaire à ab. 

La projection horizontale ab ne change pas (fig. 6 b): tous les 
points de la droite ont méme 
t ole, et cette cote est invariable; 
donc il suffit de prendre, sur la 
ligne de rappel qui se confond 
dec ab, une distance aa’, égale 
u la cote aa’. 

La droite (ab, a',) est de 
bont, car ab est perpendicu- 
Lure à Sun, 


T. Effectuer un change- 
ment de plan frontal 
pour un plan. 


l° Le plan est donné par 
deux droites concourantes. 


h 
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Fig. 7 c. 
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Si le plan est défini par deux 
droites concourantes quelconques 
(ab, a'b') et (ac, a'c') (fig. 7a), on 
effectue le changement pour chacune 
de ces droites en utilisant leur point 
commun (a, a’). On est donc ramené 
aux problémes précédents. 


29 Le plan est donné par ses 
traces. 

Soient Dat) le plan donné, H et F 
les plans de projections et F' le nous 
veau plan frontal. Sa trace horizons 
tale x,y, est la nouvelle ligne de terre, 

La trace horizontale xP du plan 
donné ne change pas; la nouvelle trace 
frontale est l'intersection du plan 
donné avec le nouveau plan frontal ; 
on en connaît un point B, point de 
rencontre de x, y, avec aP (fig. 7b); il 
suffit d'en trouver un second. Pour 
cela prenons le point À du plan qui 


se projette horizontalement au point d'intersection, a, des deux 
lignes de terre et qui se rappelle en a’ sur at. Sa cote se conser- 
vera, et comme a est sur x1Y1, a! sa nouvelle projection frontale, 


appartient à la nouvelle trace frontale Bai: (fig. 7 c). 


8. Applications. 


Par un changement de 
plan frontal rendre de 
bout un plan quelconque. 

Il faut prendre la nou- 
velle ligne de terre x,y, per- 
pendiculaire soit à une hori- 
zontale du plan s'il est donné 
par deux droites concou- 
rantes (fig. 8 a), soit à sa 
trace horizontale s'il est 
défini par ses traces (fig. 8 b). 


T~- 
—— 


---- 


Fig. 8 a. 
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Remarques. — 1° L'angle que fait Q”, avec x,y, est l'angle 
fl du plan donné avec le 
plan horizontal (fig. 8 b). 


29 'Tous les points de 
l'horizontale (be, Ac) se 
projettent frontalement en 
h ,, car cette droite est de 
bout dans le système xy, 
(lig. 8 a). 

'l'out point du plan se 
projette alors frontale- 
ment sur la trace frontale 
O. Il est aisé de distin- 
pner sur chaque épure les 
couples de points ayant 
servi à déterminer la trace Fig. 8 b. 

Q'. Dans le cas de la 
li. 8 a, la trace horizontale «P4 est perpendiculaire à x,y1. 


Il. CHANGEMENT DU PLAN HORIZONTAL DE PROJECTION 


9. Définition. 


Par convention, on appelle nouveau plan horizontal tout plan 
perpendiculaire au plan frontal conservé, lorsque ce plan de bout 
doit remplacer le plan horizontal primitif. 


10. But de la méthode. 


Le changement de plan horizontal a pour but d'amener une 
droite quelconque à être parallèle au nouveau plan horizontal, ou 
"un plan quelconque à lui être perpendiculaire. 


11. Effectuer un changement de plan horizontal pour un 
point. 


On donne les projections d'un point dans le systéme de deux 
plans rectangulaires H et F. Construire les projections de ce point 
dans le système de deux plans rectangulaires H; et F (fig. 10). 
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Un point A de l’espace a pour 
projections dans les deux systèmes 
a, a', ay. 


Ona: am = Aa; 
ain = Aal 
donc a;n = am. 


Ainsi, lorsqu'on change le plan 
horizontal de projection : 

1° La projection frontale 
d'un point ne change pas ; 
Fig. 10. 29 L'éloignement de ce 
point reste constant. 


12. Régle pratique. 


Lorsqu'on change de plan horizontal, la nouvelle pro- 
jection horizontale d'un point s'obtient en abaissant, de 
la projection frontale, une perpendiculaire sur Xjy, et 
en portant, dans la direction convenable, l'éloignement 
du point considéré. 


Épure. — 1° Soient (a, a') les projections du point dans le 
système xy. Il faut trouver ses projections dans le système x,y4 
(fig. 12). 


D'abord la projection frontale a' ne change pas. Du point a’, on 
abaisse une perpendiculaire a'na, sur x,y,, et l'on porte au- 


xa’ 


A 
U 
' 
I 
l 
' 
I 
F 
H 
' 
H 
' 
' 
' 

+ 


y, 
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dessous de x,y; une longueur égale à ma, puisque l'éloignement 
ma est positif. a, est la nouvelle projection horizontale du point 
1 unsidéré. 

20 Un point (c, c), situé derrière le plan frontal dans le système 
wt, reste derrière ce plan et devient Le, c"). Sur la perpendiculaire 
(rà x, Yy on prend nc, = mc, car l'éloignement ne varie pas, et, 
puisque cet éloignement est négatif, on porte ncı au-dessus de 
VIEI- 

3° Réciproquement, si l'on donne un point (b,, b’) dans le 
nystème x, y,, on obtient ses projections (b, A) dans le système xy 
eir prenant mb = nb, et en portant cette distance au-dessous de 
vv, car l'éloignement est positif. 


13. Effectuer un changement de plan horizontal pour une 
droite. 
I! suffit d'effectuer le changement de plan horizontal pour les 
deux points définissant la droite. 


I^ Soient ab, a'b', les projections de la droite dans le système 
vv (fig. 13 a) et x,y, la nouvelle ligne de terre. 


Fig. 13 a. Fig. 13 b. 


Des points a’, b', on abaisse des perpendiculaires sur x,y, et 
l'on prend au-dessous de cette ligne les distances 


m,a, — ma, njb, — nb. 
«,h, est la nouvelle projection horizontale de la droite. 
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29 Il est avantageux de choisir, pour l’un des points à projeter, 
le point d'éloignement nul. Exemple (a, a^) (fig. 13 b). 


14. Applications. 


Par un change- 
ment de plan hori- 
zontal : 


Amener une 


droite à étre paral- 
léle au nouveau plan 


horizontal. 
Soit (ab, a'b') la 
Fig. 14. / droite donnée (fig. 14). 
b, Prenons x,y, paralléle 


à a'b' et déterminons 
la nouvelle projection horizontale a,b, de la droite. 

La droite (a,b,, a'b') est horizontale dans le système x,y. 
L'angle de a,b, avec x, y, donne l'angle 0 que forme la droite avec 
le plan frontal. 

a b, est la distance des points A et B. 


15. Effectuer le changement de plan horizontal pour un 
plan quelconque défini par ses traces. 


La trace frontale ne 
change pas ; la nouvelle trace 
horizontale est l'intersection 
du plan donné et du nou- 
veau plan horizontal ; on en 
connait un point, B, point de 
rencontre de x,y, avec «Q' 
(fig. 15). Il suffit d'en trou- 
ver un second. Pour cela, on 
utilise, lorsque c'est possible, 
le point du plan donné qui 
se projette frontalement à 
Fig. 15. l'intersection des deux lignes 
de terre. 
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Soient P«Q' le plan donné et x, y, la nouvelle ligne de terre. 

Le point (a, a') a pour nouvelles projections (a,, a), 
(u d, = d'a), et comme a' est sur x,y,, ce point appartient à la 
nouvelle trace horizontale du plan; donc Ba, est la trace cherchée. 


16. Application. 


Par un changement de plan horizontal rendre un plan 
quelconque vertical. 


l] suffit que la nouvelle ligne de terre soit perpendiculaire à la 
hace frontale du plan donné ou, en général, aux projections fron- 
tales des frontales du plan. 


Soit Dat le plan donné 
(hz. 16). Prenons x,y, per- 
peadiculaire à at, et déter- 
mons la nouvelle trace 
horizontale 8P,, en utilisant 
le point (a, a") du plan qui 
"e projette frontalement au 
point de concours des deux 
lines de terre. 

Le plan P,8Q' est ver- 
ucal dans le système x,y,. 


Remarque. — L'angle 
(iv = 9 est l'angle formé 
par le plan donné avec le 
plan frontal. 


EXERCICES 


Changements de plan. 


148. Au moyen d'un changement de plan frontal : 

1° Aligner les nouvelles projections frontales de trois points donnés ` 

J” Amener en coincidence, sur l'épure, les nouvelles traces d'un plan donné ; 

* Rendre paralléles les nouvelles projections frontales de deux droites 
onnes, 


149. Au moyen d'un changement de plan horizontal : 


i^ Rendre de profil une droite donnée ; 
.^ Rendre une droite donnée parallèle au nouveau second bissecteur. 
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150. Par un double changement de plan : 


19 Rendre de bout une droite donnée ; 

29 Rendre horizontal un plan donné ; 

39 Rendre horizontales deux droites données ; 
49 Rendre de bout deux plans donnés. 


151. Mener par un point A un plan perpendiculaire à une droite de profil, 


152. Par un changement de plan frontal amener deux droites concourantes 
A1 et Aa à avoir méme projection frontale. 


153. Trouver la distance de deux plans paralléles. 


154. Mener par un point A donné un plan œ qui soit à une distance donnée | 
d'un plan donné 8. 


CHAPITRE 12 
INTERSECTIONS DE DROITES ET DE PLANS 


I. INTERSECTION DE DEUX PLANS 


L'intersection de deux plans étant une droite, il suffit de déter- 
miner deux points de cette intersection, ou bien un point et la 
direction de la droite. 


1. Cas particulier. 


L'un des plans est perpendiculaire à l'un des plans 
de projection. 

Intersection d'un plan vertical avec un plan quel- 
congue. 

Soit RBS’ le plan vertical donné. L'intersection des deux plans 
aura sa projection horizontale sur la trace horizontale RB de ce 
plan, et nous sommes ramenés à trouver la projection frontale 
d'une droite d'un plan, connaissant sa projection horizontale RB 
(chapitre 10, n° 15). 


Fig. 1 a. Fig. 1 b. 


Si le second plan Dal est donné par ses traces (fig. 1 a), on 
obtient la droite (Af, h'f'). En effet, on connait la trace horizontale 
h de l'intersection, ainsi que la projection horizontale f de sa trace 
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frontale ; il suffit de rappeler ces points respectivement en À' sur 
xy, et en f' sur aQ'. 

$i le second plan est donné par deux droites concourantes 
(fig. 1b), on obtient la droite (cd, c'd'). En effet, PB rencontre 
oa et ob aux points c et d, dont les projections frontales respectives 
sont c' sur ole et d' sur oh, 


2. Cas général. 


Les deux plans sont quelconques. 


Méthode générale. — Soient P et Q deux plans quelcon- 
ques. Pour déterminer leur intersection, on coupe ces deux 
plans par un plan auxiliaire R, et l'on cherche les inter- 
sections CD, EF, de ce plan auxiliaire avec chacun des 
plans donnés. Le point G, commun aux deux droites, 
appartient à l'intersection cherchée. Un second plan auxi- 
liaire donne un nouveau point de l'intersection. 


Lorsque le plan auxiliaire peut 
étre choisi arbitrairement, on 
prend le plan qui donne lieu 
aux constructions les plus 
simples. 


Comme plans auxiliaires, on 
emploie souvent : 

1° Les plans de projection ; 

29 Un plan vertical ou un plan 
de bout ; 


3° Un plan horizontal ou un 
Fig. 2. plan de front ; 


4° Le second bissecteur ; 


5° On peut employer aussi un plan de profil, quoique celui-ci 
exige toujours un rabattement. 


3. Déterminer l'intersection de deux plans donnés par 
leurs traces. 


Soient les plans Pat) et RBS’, donnés par leurs traces (fig. 3). 
Prenons d'abord le plan horizontal pour plan auxiliaire. Le 
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point de concours A des 
traces horizontales «P et BR 
est commun aux trois plans; 
donc il appartient à l'inter- 
section cherchée; sa projec- 
non frontale # est sur xy. 
Prenons, en second lieu, 
lc plan frontal pour plan 
Hixiliaire. Le point de con- 
rours f' des traces frontales 
vU et BS’ est commun aux 
lis plans; donc il appar- Fig. 3. 
trent à l'intersection cherchée; la projection horizontale est f sur xy. 


La droite (hf, h'f') est l'intersection demandée. 


4. Chaque plan est donné par deux droites concourantes 
ou paralléles. 


Soient deux plans dont l'un est donné par les paralléles EF, 
DG, et l’autre par les droites concourantes AB, AC. Coupons ces 


Fig. 4. 


plans par un plan horizontal P”; chacun d'eux est rencontré suivant 
une horizontale DE ou BC : les projections horizontales de, bc, se 
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rencontrent en m, qui fait connaître m’ ; ainsi M est un des points 
de l'intersection .Un second plan horizontal Q' donne un nouveau 
point N de la droité demandée (mn, m'n') (fig. 4). 


5. Les traces des deux plans donnés ne se coupent pas 
dans les limites de l'épure. 


Soient P«Q' et RBS' les plans donnés (fig. 5). 

Prenons deux plans 
auxiliaires horizontaux. 

Le plan H' coupe le plan 
PxQ' suivant Phorizontale 
(ab, a'b'), etle plan RBS’ suis 
vant l'horizontale (cb, c'b’); 
donc le point (b, b') appar- 
tient à l'intersection des 
plans donnés. 

Un second plan hori- 
zontal donne le point (d, 4") ; 
par suite, (bd, b'd') est l'inter- 
section cherchée. 


6. Les deux plans donnés sont paralléles à la ligne de 
terre. 


Qí dr Les plans étant 
| parallëles à xy, leur 
Cé b S H intersection est aussi 
Ï n parallèle à cette droite ; 
— MÀ —— — il suffit d'en détermi- 


i 
I . 
a 7 c ` u l ner un point. 
x LAS d Y Prenons comme 


i 
b 1 e-+7 f sge o 
——snh—AI plan auxiliaire un 


plan quelconque RaS' 


P ` (fig. 6). 
P Em 


Le plan P, P',, est 

coupé suivant la droite 

Fig. 6. AB, et le plan Q, Ou 
suivant CD. 
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Le point (e, €), commun à ces deux droites, appartient à linter- 
section cherchée. Il faut mener ef, e'f' parallèles à xy. 


Remarques. — a) Si les droites obtenues, AB et CD, se 
trouvent parallèles, c'est que les plans P et Q sont eux-mêmes 
parallèles. 


h) Les constructions sont plus simples lorsqu'on fait choix 
d'un plan auxiliaire perpendiculaire à l’un des plans de projection. 


Il. INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN PLAN 


7. Soit à déterminer l'intersection 
ile [a droite AB avec le plan P. 


Méthode générale. — Par la 
droite, on fait passer un plan Q ; 
on cherche l'intersection CD des 
deux plans : le point E, commun 
ñ cette intersection et à la droite 
donnée, est le point cherché. 

Remarque. — Le point d'inter- 
section d'une droite et d'un plan est 
nommé parfois trace de la droite sur Fig. 7. 
le plan. 


8. Déterminer le point ou une droite rencontre un plan. 


1° Le plan est donné par 
ses traces. 


Soient (ab, a'b') et PaQ' la 
droite et le plan donnés. 

Comme plan auxiliaire, pre- 
nons le plan vertical Aff’ qui 
projette horizontalement la 
droite (fig. 8). 

Le plan projetant hff' coupe 
PaQ’ suivant (hf, AT, Cette 
dernière ligne rencontre la 
droite (ab, a'b^) au point (d, d") ; 
donc (d, d") est le point cherché. 
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9. 20 Le plan est donné par deux droites concourantes. 


Soit à déterminer le point de rencontre de la droite (de, dei 
avec le plan défini par les deux droites concourantes (ab, a'b') et 
(ac, a'c') (fig. 9). 

a Le plan vertical de, pro- 
jetant horizontalement la 
droite, rencontre le plan 
donné suivant une droite qui , 
a pour projection horizontale 
mn. 

Des lignes de rappel 
menées par m et n détermi- 
nent m et n' : ainsi le plan 
projetant coupe le plan don- 
né suivant (mn, m'n'). Mais 
les deux droites (de, dei et 
(mn, m'n'), situées dans un méme plan vertical, se coupent en 
(o, o^). 

Donc (o, o") est le point de rencontre cherché. 


10. Cas particulier. 


Le plan est perpendiculaire à 
l'un des plans de projection. 


Soit à déterminer l'intersection de la 
droite (ab, a'b avec le plan vertical 
P«Q' (fig. 10). Le point d'intersection 
cherché doit avoir sa projection horizon- 
tale sur la trace horizontale «P du plan 
et sur la projection horizontale ab de la 
droite. Elle est donc en c, intersection de 
«P et de ab. Une ligne de rappel déter- 
mine c' sur a'b', et le point (c, c’) est le 
point demandé. 
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EXERCICES 


Intersection des droites et des plans. 


155, Intersection de deux plans qui ont leurs traces de noms contraires 
| nlondues (PaQ', Ras’). 


156. Intersection de deux plans dont Q’ 
Lu- traces de méme nom se confondent. R 
157. Intersection d'un plan de profil et 
Lun plan passant par xy et un point A. 
158. Intersection d'un plan paralléle à X «a 
ï «vl d'un plan donné par sa ligne de plus sY 
ande pente. P 


159. Intersection d'une droite de profil 
«1 «l'un plan passant par xy et un point. 


160. Intersection d'une droite de bout et d'un plan passant par xy et un point. 


161. Intersection d'une droite de profil avec : 
a) le second bissecteur, 

b) le premier bissecteur, 

c) un plan à traces confondues. 


162. Intersection d'une droite à projections confondues avec : 
a) un plan passant par xy et un point, 

b) un plan paralléle à xy, 

<) un plan à traces confondues. 


163. Trouver, sans recourir aux traces du plan, le point oü une droite donnée 
i contre un plan donné par une de ses lignes de pente. 


164. Déterminer le point où une droite rencontre le plan d'un triangle 
miné par les projections de ses côtés. 


165. Intersection d'une horizontale et d'un plan déterminé par la ligne de 
Laie et un point. (Bacc. Paris). 


166. Par un point du second bissecteur, mener une droite rencontrant une 
rente quelconque et une droite du plan horizontal. 


167. Mener par un point donné une droite parallèle à un plan donné et 
appuyant sur une droite donnée : 


i^ La droite est verticale, le plan est quelconque ; 
2" Le plan est donné par ses traces, la droite est dans le second bissecteur. 


CHAPITRE 13 


POSITIONS RELATIVES DES DROITES 
ET DES PLANS 


I. DROITES ET PLANS PARALLÈLES 


1. Théorémes rappelés. 


19 Les projections de deux droites paralléles sur un 
plan quelconque sont paralléles. 

29 Pour que deux droites soient paralléles, il faut et il 
suffit que leurs projections de méme nom soient paralléles. 

39 Pour qu'une droite soit paralléle à un plan, il faut et 
il suffit qu'elle soit paralléle à une droite de ce plan. 

49 Sur un plan quelconque de projection, les traces de 
deux plans paralléles sont paralléles ; car les intersections 
de deux plans paralléles par un troisiéme sont paralléles. 


59 Pour que deux plans soient paralléles, il faut et il 
suffit que l'un d'eux contienne deux droites concourantes, 
respectivement paralléles à deux droites situées dans 
l'autre plan. 


2. Parun point donné, mener 
une horizontale parallèle 
à un plan donné. 


Il suffit de mener par le point 
donné une paralléle à la trace hori- 
zontale du plan. 

Soient (a, a^) et PaxQ le point 
et le plan donnés. 

Il faut mener ab parallèle à 
«P et a'b' parallèle à xy. 
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Remarque. — De méme, unefrontale (ac, a'c') est paralléle 
au plan Pa lorsque a'c' est parallèle à «Q et ac parallèle à xy. 


3. Par un point donné, mener un plan paralléle à un 
plan donné. 


1° Le plan est défini par ses 
traces. 


Le plan à construire doit avoir 
ses traces respectivement parallèles 
anx traces de même nom du plan 
donné ; il suffit donc d’obtenir un 
point de l’une des traces cherchées; 
pour cela, on peut employer une 
horizontale du plan demandé. 

Soient (a, a^), PaP’, le point Fig. 3a. 
ct le plan donnés. 

Par le point (a, a’), menons l’horizontale (af, af") parallèle au 
plan, puis f'B parallèle à ob et BQ parallèle à aP. 

Si l'on n'a pas besoin de connaitre les traces du plan, on se 
borne à mener par (a, a') une horizontale et une frontale du plan 
cherché. 

Ces droites sont respectivement parallèles aux horizontales et 
aux frontales du plan donné. 


Remarque. — On emploierait, d’une manière analogue, une 
Irontale ou une droite quelconque parallèle au plan. 


20 Le plan est donné o? 
par deux droites concou- 
rantes. 


Soient un point (c, c) et 
un plan défini par deux 
droites concourantes (oq, x 


| | 
uu’) et (ob, o'b') (fig. 3 b). g | b d | 4 
Par le point (c, c'), menons l | e 
d'abord (cd, c'd') parallèle à ° 
(ou, 0'a'), puis (ce, c'e") paral- c 


lele à (ob, o'b'). Fig. 3 b. 
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Le plan déterminé par les droites (ce, c'e") et (cd, c'd') est paral- 
léle au plan donné, car il contient deux droites concourantes 
respectivement paralléles à deux droites du premier plan. 


Il. APPLICATIONS 


4. Par un point donné, mener une droite paralléle à un plan 
donné et rencontrant une droite donnée. 

Solution géométrique. — Par le point A, on méne un plan R paralléle 
au plan donné P ; on détermine le point de rencontre E de la droite donnée 
BC avec le plan R, et l'on joint le point A au point E. 

La droite AE, contenue dans un plan R parallèle au plan P, est elle- 
méme paralléle à ce plan. De plus, elle rencontre BC au point E. 


je E, mut a. 


Kn 
Fig. Aa Fig. 4 b. 
Épure. — Soient PaQ', (bc, bei et (a, a^), le plan, la droite et le point 


donnés (fig. 4 b). 

Par le point (a, ai, menons une horizontale (af,a'f') et une frontale 
(ah, a'h^), respectivement parallèles à (xP, xy) et (xv, =Q"). 

Ces deux droites déterminent un plan parallèle au plan P«Q'. 

A l’aide du plan projetant frontalement la droite donnée, déterminons 
le point (e, ei où (bc, b'e') perce ce plan. 

La droite (ae, a'e") est la droite demandée. 

Autrement dit, la droite cherchée est l'intersection du plan R et du 
plan déterminé par le point A et la droite BC. 


5. Par un point donné, mener une 
droite qui en rencontre deux autres non 
situées dans un méme plan. 


Solution géométrique. — Par le point A et 
P l'une des droites, CE, par exemple, on fait passer 
un plan P ; on cherche le point M où la seconde 


Z droite BD perce ce plan ; on joint le point M 
P au point A. 
Fig. 5a. AM est la droite demandée. 


B 
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En effet, cette droite AM, située dans un même plan avec la première 
UE, la rencontrera ou lui sera parallèle. 


Épure. — Soient (bd, b'd'), (ce, c'e‘) et (a, a") les droites et le point 
donnés (fig. 5 b). Par le point (a, a") et la droite (ce, c'e") faisons passer un 
plan ; il suffit de mener par le point (a, a”) 
une parallèle (af, a'f’) à (ce, c'e). 

Pour trouver le point où (bd, b'd'") 
herce ce plan, on peut employer le plan 
ile bout b'd' qui projette frontalement la 
dite, Il coupe le plan considéré suivant 
(d, c'f') ; or cf et bd se rencontrant en m, 
une ligne de rappel fait connaître mi ; on 
hace amn et a^m'n'. La droite (mn, m'n') 
i pond à la question. 


. Vérification. — Les points n et n' 
ne se trouver sur une même ligne de Fig. 5 b. 


Ill. DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES 


6. Théorémes rappelés. 


1° Une droite est perpendiculaire à un plan, quand elle 
est. perpendiculaire à toutes les droites de ce plan. (H 
suffit d’ailleurs qu'elle soit perpendiculaire à deux droites 
«oncourantes du plan). | 

20 La condition nécessaire et suffisante pour qu’un 
angle droit se projette sur un plan suivant un angle droit 
est qu'un de ses côtés soit parallèle au plan ou dans ce 
plan et que l'autre côté ne lui soit pas perpendiculaire. 


7. Conséquence importante. 


Une droite perpendiculaire à un plan 
rst perpendiculaire à toute droite de ce 
plan, et particuliérement aux horizon- 
(ales et aux frontales de ce plan ; elle est œ b’ 
donc perpendiculaire aux traces du plan, 
‘1 l'angle droit, ayant un de ses côtés 
parallèle au plan de projection considéré, 
nc projette en vraie grandeur sur ce plan. P 


Donc, si la droite (ab, a'b') est per- a 
pendiculaire au plan PaQ', sa projection Fig. 6. 
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horizontale ab sera perpendiculaire à la trace horizontale xP, et sa 
projection frontale a'b’ sera perpendiculaire à la trace frontale 
«Q'. 

Réciproquement : 


Soit (ab, a'b') une droite dont les projections sont respectives 
ment perpendiculaires aux traces correspondantes du plan Dat! 
(fig. 6). 

La droite AB de l'espace et la trace «P ont leurs projections 
horizontales ab et xP rectangulaires, par hypothèse, et l'une d'elles, 
aP, est située dans le plan de projection ; donc AB est perpendi- 
culaire à aP. 

De méme, la droite AB est perpendiculaire à ot, 


Donc la droite AB, perpendiculaire à deux droites non parale 
léles «P et «Q' du plan Dal, cst perpendiculaire à ce plan. 


Théorème. — Pour qu'une droite, définie par ses pros 
jections, soit perpendiculaire à un plan non parallèle à la 
ligne de terre, il faut et il suffit que sa projection horizon- 
tale soit perpendiculaire à la trace horizontale du plan et 
que sa projection frontale soit perpendiculaire à la trace 
frontale du plan. 


Remarques. 1° Dans ce théorème, on peut remplacer la 
trace horizontale par la projection horizontale d'une horizon- 
tale du plan, et la trace frontale par la projection frontale 
d'une frontale de ce plan. 


29 Cette condition nécessaire ou suffisante est en défaut si le 
plan est paralléle à 1a ligne de terre (plan de front, ou de bout, ou 
traces paralléles à xy). 


8. Par un point donné, mener 
une perpendiculaire à unplan et 
déterminer le pied de cette pere 
pendiculaire. 


Méthode générale. — De cha- 
cune des projections du point, 
on abaisse une perpendiculaire 
sur la trace correspondante du 
plan. 
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Si l'on ne connaít pas les traces du plan, on cherche 
leurs directions en déterminant une horizontale et une 
frontale de ce plan. 


1° Le plan est donné par ses traces. — Soient (a, a') et 
IO le point et le plan donnés (fig. 8 a). 

Abaissons de a la perpendiculaire ab sur «P, et de a la per- 
pendiculaire a'b' sur al. 

La droite (ab, a'b') est la perpendiculaire demandée. 

Le pied de la perpendiculaire est le point de rencontre de cette 
droite avec le plan. Pour le trouver, prenons pour plan auxiliaire 
le plan projetant horizontalement la droite. Ce plan coupe le plan 
donné suivant la droite (cd, c'd'); les deux droites (cd, c'd') et 
(ab, a'b') se rencontrent au point (b, 5^), qui est le pied de la per- 
pendiculaire. 


29 Le plan est 
donné par deux droites 
concourantes. 


Soit à mener du point 
(^, p) une perpendicu- 
laire au plan défini par les 
deux droites (oa, o'a') et 
(ob, 0'b') (fig. 8 b). 


On commence par dé- 
terminer une horizontale 
(re, c'e') et une frontale 
(cf. cf") de ce plan. 

Puis de p, on abaisse 
la perpendiculaire pq sur 
ie, et de p', la perpendi- 
culaire Po sur cf, (pq, 
P4) est la perpendicu- 
laire cherchée. 


Fig. 8 b. 


Pour obtenir le pied de cette perpendiculaire, remarquons que 
l'horizontale et la frontale du plan menées par le point (c, c') défi- 
uissent le plan de la même manière que les droites concourantes 
données. 
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9. Par un point donné, mener une perpendiculaire à une 
droite donnée. 


Solution géométrique. — Parle point donné O (fig. 9 a), on 
mène le plan P perpendiculaire à la droite AB : ce plan est le lieu - 


Fig. 9 a. 


des droites orthogonales à la droite donnée ; on cherche le point C 
où cette droite rencontre le plan, et on joint le point O au point C. ` 
OC est la perpendiculaire demandée. 
En effet, AB, perpendiculaire au plan P, est perpendiculaire à 
OC qui passe par son pied dans le plan, et réciproquement OC est 
perpendiculaire à AB. 


Épure. — Par le point (o, o") (fig. 9 b), menons une horizontale 
(od, od) et une frontale (oe, o'e") perpendiculaires à la droite 
donnée, c'est-à-dire od perpendiculaire à ab et o'e' perpendiculaire 
à ah, 

Le plan de ces deux droites est lui-méme perpendiculaire à la 
droite (ab, a'b’). 

Cette dernière droite perce le plan au point (c, c’), et la droite 
(oc, o'c^) est la perpendiculaire cherchée. 


IV. PERPENDICULAIRE COMMUNE A DEUX DROITES 


Soient deux droites (D) et (A) non situées dans un méme plan. 
Nous cherchons s'il existe des droites rencontrant (D) et (A) et 
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l ur étant perpendiculaires. Une telle droite, si elle existe, est dite 
perpendiculaire commune à (D) et (A). 


10. Les deux droites sont horizontales. 


Choisissons un plan horizontal paralléle aux droites (D) 
et (A) qui sont alors des horizontales. 

Les projections frontales d” et à sont donc parallèles à la ligne 
il terre xy ; les projections horizontales d et Š sont concourantes 
(sinon (D) et (A) seraient parallèles) (fig. 10). 


Une perpendiculaire commune i r Ar 
est une verticale dont la projec- i 
uon horizontale est un point ! 
^, zd ` ! # 
appartenant nécessairement à d et T; 7 Š 


D 

C'est donc la verticale (ij, 7j") 
du point d'intersection de d et à. 
l-le est unique. 


Théorème. — Deux droites 
non situées dans un même 
plan ad mettent une perpendi- 
culaire commune et une seule. 


Fig. 10. 


11. Plus courte distance de deux droites. 

La perpendiculaire commune IJ se projette en vraie gran- 
deur en i'j' (fig. 12). Soit M un point de D distinct de I et N un 
point de (A) distinct de J [I est sur (D) et J sur (A)]. 
e MN n'étant pas verticale, mn est une oblique par rapport à 
5 et d', donc: mw’ > tJ = IJ. 
e min étant la projection de MN, on a: MN > m'n' (l'égalité 
Avant lieu si MN est frontale). 

Par suite: MN È m'w > ij = IJ. 


Théorème. — La plus courte distance de deux droites 
est la distance des pieds de leur perpendiculaire commune. 


12. Une des droites est verticale. 


Choisissons un plan horizontal perpendiculaire à (D) qui est 
alors verticale. (A) est quelconque (fig. 12). 
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S'il existe une perpendiculaire 
commune, sa projection horizontale 
passe par le point d. Cette perpen- 
diculaire commune est une hori- 
zontale perpendiculaire à A. Par 
suite sa projection horizontale est 
perpendiculaire à 3. Elle est donc 
unique, c’est la droite dj perpendi- 
culairc à 3. j se rappelle en j' sur š”, 
l'horizontale de (j, j) rencontrant 
(D) est la droite (17, 7j"). (z confondu 
avec d). 


(ij, 1j) est perpendiculaire com- 
Fig. 12. mune et elle est unique. 


13. Probléme. 


Résolvons encore un probléme de Géométrie dans l'espace en 
utilisant la Géométrie descriptive. 


Soient deux axes de l'espace A et ^; l'angle de leurs directions 
positives étant égal à 60° et OO; leur perpendiculaire commune 
(O sur A, O; sur ^i). On désigne par I le point de OO, tel que 


OI = — 2011. On pose OO; = 3a (a longueur donnée). Deux points 
M et M; décrivent respectivement A et ^; de manière que l'on ait : 
OM = 201M; = 2x. 

1° Montrer que MM, est perpendiculaire à A. 


2° Le plan H perpendiculaire en I à OO; coupe MM, en J. 
Ensembie des points J. (Bacc.) 


Épure. Choisissons le plan horizontal perpendiculaire à OO, en Où et 
le plan (^, OO1) comme plan frontal. La droite A1 se projette frontalement 
en 3’, sur la ligne de terre, la droite OO, est verticale dans le plan 
frontal, A est une horizontale du plan frontal de cote 3a, donc à est confon- 
due avec äi: sur la ligne de terre. Les points (m, m') de (8, 8') et (m4, m'i) ` 


de (3,, 8',) sont tels que ` o'm' = OM = 2x, oum, = OM, = x. 


1° Le triangle o15im est demi-équilatéral. L'angle droit (8,, m.m) est 
la projection horizontale de l'angle (^1, M1M). A1 étant dans le plan hori- 
zontal, l'angle (A1, M1M) se projette en vraie grandeur en (8,, mm). 1] est 
lui-même droit. 


2? Le point i, projection horizontale de I, est confondu avec 0,, 0',, 0. 
Sa projection frontale ;' est telle que : oi = OI = 2i'o', = 2101. 
Le plan H est horizontal, sa trace frontale h' passe par i'. 
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-----2-4------------ 


Fig. 13. 


Le point j', projection frontale de J, est l'intersection de h' et m'm', 
La ligne de rappel de j' donne j sur mm,. 
L'épure donne immédiatement les relations suivantes : 


1 : 
m,m ayant une direction fixe, la relation — = D montre que la droite oj 
“st fixe. Soit h cette droite. jm 
Le point (j, J) appartient à la droite fixe (h, A"). 
Réciproquement, soit (j, j') un point de la droite (h, A"). Le plan 


mené par (j, J) perpendiculairement à (8,, BA coupe cette droite en 
(mi, m'1) et la droite (8, 8^) en (m, m"). La droite m',m' coupe la droite h' en 


uu point œw tel que : = = —— = ac 
1'o' om' jm 
jo' est donc parallèle à mm’, ol est confondu avec j’. Tout point (j, j”) ` 
de la droite (h, h’) appartient donc au plan H et à une droite MN telle que 


OM = 201M1 = 2x. 
I L'ensemble des points (j, j') est donc la droite (h, h'). 


EXERCICES 


Droites et plans parallèles. 


168. Par un point donné, mener une droite paralléle à une droite de profil. 


169. Mener une droite A parallèle à As et s'appuyant sur deux droites À, et 
\a, avec les hypothèses suivantes ` 


d) Az quelconque, Ag et A3 horizontales ` 


154 GÉOMÉTRIE 


b) A1 horizontale, A2 et A3 quelconques ; 
c) A1 est quelconque, As est horizontale, Aa est de profil. 


170. Par un point donné, mener une droite qui rencontre la ligne de terre et 
une seconde droite indiquée ci-aprés : 

19 Droite quelconque ; 

29 Horizontale ou frontale ; 

3e Droite de profil. 


171. Par un point donné, mener une droite parallèle à un plan donné et ren- 
contrant une droite donnée : 

10 Le plan et la droite sont quelconques ; 

29 Le plan passe par la ligne de terre et un point, la droite est de profil, et elle 
est donnée par ses traces. 


172. Par un point donné, mener un plan paralléle à un autre plan donné a, 
lorsque : 

19 Les traces de « sont paralléles à xy ; 

29 Les traces de œ sont en ligne droite ; 

39 Le plan œ est déterminé par deux droites concourantes. 


173. Par un point donné, mener un plan paralléle à un plan donné par une de 
ses lignes de pente. 


Droites et plans perpendiculaires. 


174. Trouver sur une droite A un point A équidistant de deux points donnés 
Bet C: 

a) A est confondu avec xy ; 

b) ^ est une frontale ; 


c) A est une verticale ; 
d) A est de profil. 


175. Mener d'un point A une perpendiculaire à une droite À de profil. 


176. Mener dans un plan P et par un point A de ce plan une droite A orthogo- 
nale à une droite donnée A. 


177. Mener par un point À une droite A orthogonale à une droite Au et 
s'appuyant sur une droite Ag : 

a) A1 et Aa étant quelconques ; 

b) A1 étant horizontale et As de profil. 


178. Par un point dont les projections coincident, mener un plan perpendi- 
culaire à une droite dont les projections coincident. 


179. Par un point donné, mener un plan perpendiculaire à une droite de 
profil. 


180. Par la droite qui aurait pour projections les traces d'un plan donné, 
construire un plan perpendiculaire au premier et déterminer l'intersection des deux 
plans. 


Géométrie dans l'espace. 
181. Soient A et A, deux droites orthogonales de l'espace et AA; leur per- 


pendiculaire commune (A sur A, Au sur A1). Deux plans perpendiculaires passant 
par A1 coupent À en M et IN. B est un point fixe sur A1. 
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19 Construire l'épure, le plan horizontal étant perpendiculaire en A à AA; et 
L plan frontal étant parallèle à A. 

29 Déterminer le centre O de la sphère S passant par A,BMN. Ensemble des 
pints O quand les plans perpendiculaires passant par A, varient. 

39 Trouver la position de O qui correspond au rayon minimal. 


182. Deux carrés ABCD et ABEF, de cótés a, sont situés dans deux plans 
i rpendiculaires. 

19 Faire l'épure en prenant le plan ABCD comme plan horizontal et le plan 
^t F comme plan frontal. Résoudre les questions suivantes en utilisant cette épure. 

29 Déterminer la vraie longueur du segment DE et calculer sa longueur. 
l lontrer que DE est orthogonale aux droites AC et BF. 

39 Mener par D la parallèle à AC ; soit Au le point où elle rencontre la droite 
^^. Mener par Ela parallèle à FB ; soit B: le point où elle rencontre AB. Montrer 
qu AA, = AB = BB, et que A1D = B1E. Quelle est la perpendiculaire commune 
“us droites A1D et B1E ? 

49 | est un point de la demi-droite A1D d'origine At et J est un point de la demi- 
holte B1E d'origine B1. Ces points sont tels que Al = B1] = x. Calculer IJ? en 
Luiction de a et x. Valeur de x pour que lJ soit minimal. 


183. Soit un carré ABEF de cóté 5 cm. Sur les perpendiculaires au plan de ce 
: i ié en À et B, on porte les segments AD = BC = 5 cm d'un méme côté du plan 
du carré. 

Soient M un point du segment BE et P un point du segment DC tels que 
111 = DP = x. 

19 Faire l'épure de la figure en prenant le plan du carré comme plan horizontal 
*! comme plan frontal le plan ADBC. Résoudre les questions suivantes en utilisant 
(lte épure. 

29 Démontrer que PM est orthogonale à BF. Déterminer la perpendiculaire 
1 (mimune à BC et PM. 

39 Ensemble des milieux du segment MP quand M décrit EB. 


49 Soit œ l'angle de la droite MP avec le plan BEF. Calculer tg œ en fonction de x 


184. Soit un trapéze ABCD rectangle en A et D, de bases AB = 2a, CD = a 
‘1 dont le côté AD — 3a. Un point M décrit le segment AD. Sur la perpendiculaire 
cu M au plan ABCD on prend un point S tel que AM = MS. 


19 Le trapéze étant dans le plan horizontal, le plan frontal étant paralléle au 
plan AMS, construire l'épure. 


29 Ensemble des points S, 
30 Ensemble des centres de gravité du triangle SBC. 


185. 19 Soit un tétraédre régulier ABCD. Le plan ABC étant horizontal et 
| nòte AB étant de bout, déterminer l'épure du sommet D. 

29 Montrer que les arétes opposées sont orthogonales. 

3e Montrer que la perpendiculaire commune aux arétes opposées passe par les 
inilieux de ces arêtes. 

49 Montrer que ces perpendiculaires communes sont concourantes en leurs 
i nilieux situés sur les hauteurs du tétraèdre et que ce point commun est situé, sur 
: hique hauteur, aux trois quarts à partir des sommets. 


TROISIÈME PARTIE 


Géométrie orientée 


Transformations 


CHAPITRE 14 


ARCS ET ANGLES ORIENTÉS 


I. ARCS ORIENTÉS 


1. Cercle orienté. 


Un cercle orienté est un cercle sur lequel on a choisi 
un sens positif de parcours ; le sens opposé est le sens négatif, 

(On choisit habituellement pour sens 
positif le sens inverse du mouvement des 
aiguilles d'une montre.) Un cercle 
orienté s'appelle un cycle. 


Arcs orientés. Soit M un mobile 
décrivant un cercle toujours dans le 
méme sens et partant d'un point À pour 
s'arrêter en un point B. Il peut s'arrêter 
en B à son premier passage ou aprés 
Fig. 1. avoir parcouru le cercle une, deux .., 

7 fois. 


B + 


L'arc ainsi décrit est un arc orienté. 
Il a pour origine le point A, pour extrémité le point B. 
Il existe donc une infinité d'arcs de méme origine A et 
de méme extrémité B. 
Tous ces arcs (dits arcs généralisés) sont représentés par le 
symbole 
Les? 
AB. 
3 Lee) 
La mesure algébrique de cet arc AB est un nombre rela- 
` 
tif dont la valeur absolue est la mesure de l'arc AB mesu- 
rée avec une unité convenablement choisie, affecté du 


signe + ou du signe — suivant le sens du parcours de A 
vers B. 
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£N 
La mesure algébrique de l'arc AB se représente par le symbole 
x C 
\B ou AB. 


2. Relations entre les arcs de même origine et de même 
extrémité. 


Supposons que le mobile aille de A en B dans le sens positif et 
arrête en B à son premier passage ` soit x la mesure exprimée en 
NN 
radians de l'arc ainsi parcouru. Tout autre arc AB parcouru dans 
lc sens positif s'obtiendra en ajoutant à l'arc « un arc de mesure 
k.27 où k est un entier positif (k e N). 


La mesure algébrique de ces arcs est donnée par 
a + 2kx. 


IN 
Si l'arc AB est décrit dans le sens négatif, avec arrêt au premier 
passage, sa mesure algébrique sera 
— (2n — a) ou — 2r + x; 
les autres arcs décrits dans le sens négatif s'obtiendront en ajoutant 
au précédent KS Ze où k est un entier négatif. Ils seront donc de la 


torme % + 2kr. 
Le? 
Les arcs AB ont donc pour mesure algébrique 
Le? 
AB = 2kx + o, (k e Z). 


Si on donne à k une valeur déterminée, on obtient une déter- 


mination de l'ensemble des arcs AB. 


Soient tai et a, deux déterminations quelconques de l’ensemble 


les arcs AB et œ le plus petit arc positif ÁB. On a: 
a, =œ Zum (k, e Z) 
a, = x + 2k,r (k. € Z) 
d'ou a, = as + 2(R, — kj) (k, — R, e Z). 


TS 
Donc :. Tous les arcs AB ont pour mesure algébrique 
a + 2kn 
up a est une détermination quelconque de l’ensemble des 


£N 
arcs AB et k un entier relatif. 
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On écrit : 
IN LTD 
AB =a +2kr ou AB=a (mod. 2x) 
P 
(lire : arc orienté AB congru à a modulo 2x). 
La relation a, = a, (mod. 2x) est une relation d'équiva- 
lence car : 
e a, = a, (mod. 2x), puisque a, = a, + 0 x 2x; 
e à, = a, (mod. 2x) => a, = a, (mod. 2x). 
En effet : a, = a, + 2kx => a, = a, — 2kr ; 
€ a, = a, et a, = as (mod. 2x) => a, = a, (mod. 2x}. 
En effet : 
a, = a, + Zb 


et a, = as + 2k,x | > ax = as + 2(k, + kr. 


3. Relation de Chasles. 


Soient sur un cercle orienté, diffé- 


A , u. OA Q 
rents arcs consécutifs AB, BC ... EL, 
c’est-à-dire tels que l'origine de l'un 
coincide avec l'extrémité du précé- 
dent. 

Si un mobile M parcourt, £oujours 
dans le méme sens, et successivement 


Fig. 3. 


NON Ca — a 
les arcs AB, BC, ... EL, LA, il aura parcouru un nombre entier 
de circonférences quand il reviendra en À et on peut écrire : 


ee ` CN C o cx 

AB + BC + CD + ... + EL + LA = 2kx 

EP" cu C 
ou AB + BC + CD +... + EL = 2x — LA 

~ o~ — m~ ~ 

AB + BC + CD + ... + EL = 2kz + AL. 


C'est la relation de Chasles pour les arcs. 


Remarque. Si l'unité d'arc est le degré ou le grade, on doit 
écrire : 
AN 
AB = a + k.3600 
C` 
ou AB — a + k.400 gr. 
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Il. ANGLES ORIENTÉS DANS LE PLAN 


4. Plan orienté. 


Un plan est orienté si, un cercle étant donné dans ce 
plan, Porientation de ce cercle est déterminée. Cette orien- 
tation est valable pour tous les cercles du plan. 


5. Angle de deux demi-droites. 


Soient Ox et Oy deux demi- 
droites d'un plan orienté et Oz 
une demi-droite de ce plan 
pivotant autour de O en tour- 
naut toujours dans le méme sens. 


On appelle angle des 
deux demi-droites Ox et 
Oy, Pun quelconque des 
angles balayés par Oz pour 
l'amener du côté origine 
Ox sur le cóté extrémité Fig. 5. 
Oy. 


H y a donc une infinité de tels angles. 


La mesure algébrique de ces angles qui se note: 
> — 


(Ox, Oy) est un nombre relatif qui a pour valeur absolue 
la mesure de l'angle balayé par Oz affectée du signe + 
ou du signe — suivant que la demi-droite Oz tourne 
dans le sens positif ou négatif. 


Soit un cercle de centre O qui coupe respectivement Ox, Oy et 
Os ms A, B et M. Lorsque Oz balaye l'angle (Ox, ei M décrit 


l'arc AB. En unités correspondantes, les angles (Ox, Oy) et les 
s ái ont méme mesure. On peut donc appliquer aux angles 


(4 he Ov) les relations concernant les arcs. 
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En particulier : 


—— — 
e Si œ est l'un quelconque des angles (Ox, Oy), tous les autres 
angles sont liés par la relation : 


> — 
(Ox, Oy) = a + 2kn (keZ) 
— — 
qu'on écrit aussi : (Ox, Oy) = x (mod. 27) 
Chaque valeur de k définit une détermination de l'angle 


— — . + — 
(Ox, Oy). La détermination principale de l'angle (Ox, Oy) est 
celle qui est comprise entre — x et + 7. 


e Entre les angles de plusieurs demi-droites Ox, Oy, Oz, Ou, 
existe la relation dite relation de Chasles : 


> — => = —— — => => 
(Ox, Oy) + (Oy, Oz) + (Oz, Ou) = (Ox, Ou) + 2kn. 
— — 
Remarque. Si « est la détermination principale de (Ox, Oy), 


> — > — — — 
celle de (Oy, Ox) est — « et (Oy, Ox) = — (Ox, Oy) + 2kr. 


6. Angle de deux axes. 


y Soient, dans un plan orienté, 
deux axes x'x et y'y. Par un point 
O menons les demi-droites OX et 
OY respectivement paralléles aux 


y? axes x'x et y'y, et de méme sens. 
—— — gg "m 
x^ x Y Par définition: On appelle 
angle des axes x'x et y'y, 
l'angle des demi-droites OX 
et OY. 
x 
O X Cet angle d'axes se note: 
; -> — 
Fig. 6. (x'x, y y). 
On a donc : 


-> — -> — 
(x'x, y'y) = (OX, OY). 
Si æ désigne la mesure en radians de l’un quelconque des angles 
+ — 
(OX, OY), on aura : 
— — 
(x'x, yy) =œ (mod. 2r) 
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7. Relation de Chasles. 


Dans un plan orienté considérons les axes x'x, y'y, sis, u'u et 
menons par un point O les demi-droites OX, OY, OZ, OU respec- 
i ement parallèles aux axes x'x, y'y, 2'z, u'u et de méme sens. 


Fig. 7. 


Ona: 
+ — 


-> — — — + — 
(OX, OY) + (OY, OZ) + (OZ, OÙ) = (OX, OU) (mod. 2x) 
soit : 


=> — -> — -> — -> — 
(XX, y y) + (Y y, z'z) + (z'z, u'u) =(x'x, u'u) (mod. 2r) 
C'est la relation de Chasles pour les angles d'axes. 


8. Angle de deux vecteurs. 


> eng 

Soient V et V’ deux vec- 
teurs, xx et vu les axes qui 
les portent orientés dans le 

sens de ces vecteurs. 
On appelle angle des 
— — 
deux vecteurs V et V', 


l'angle des deux axes 
x x et y'y. 
On désigne cet angle par 
la notation 
— — 
(V, V'). 
(x'x, y'y) = (V, V’). Fig. 8. 
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Remarque. L'angle de deux axes est égal à l'angle de leurs 
vecteurs unitaires. WEE die 
(x'x, y'y) = (i j). 


9. Angle de deux droites ou de deux directions. 


Soient (D) et (D^) deux droites concourant en un point O et 
(OA) une demi-droite mobile autour du point O. 


L'angle des deux droites (D) et (D') (ou des deux direc- 
tions (D) et (D') est Pun quelconque des angles balayés par 
la demi-droite (O^) tournant toujours dans le méme sens 
autour du point O en partant de (D) pour s'arréter en (D'). 


D’ La mesure de cet angle 
est un nombre relatif dont 
la valeur absolue égale la 
mesure de langle ainsi 
balayé avec une unité con- 
venablement choisie et dont 
le signe est + ou — suivant 
que la demi-droite (OA) 
tourne dans le sens positif 
ou dans le sens négatif. 


4 On le désigne par 
Fig.9 a. 
en (D, D'). 


On peut choisir arbitraire- 


ment un sens positif sur (D) ; 


Er 
soit D, l'axe ainsi obtenu. 

On peut prendre ensuite sur 
(D') l'un ou l'autre des sens 
positifs D'1 ou D'2. 


(D, D^) seral'un quelconque 
=> => 
des angles (Di, D'1) 
. > — 
Fig. 9 b. ou (Di, D'a). 


> => 
Soit z l'un quelconque des angles (Di, D'1). 


On aura => => 
(Di, D'i) = « + 2kr, 
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— — + — -> — 
el (Di, D'a) = (Di, D'1) + (D'i, D'a) + 2E'x 


= œ + x + 2k'r 
= a + (2k' + Us, 
Ces deux formes peuvent se résumer en la forme unique : 
(D, D') = a + kn. (k e Z) 
ou (D, D') za (mod. x) 
Remarques. — a) L'angle de deux axes (ou demi-droites) 


ou de deux vecteurs est défini à 2kr près, l'angle de deux droites 
a kr prés. 
b) L’angle de deux droites ne dépend pas du sens adopté sur 
ves droites ; on a donc 
(MA, MB) = (AM, MB) = (AM, BM) = (MA, BM). 


o) (MA, MB) = (MA, MB) + Az. 


d) Trois points A, B, C sont alignés si l'on a 
(BA, BC) = kr. 
e) (D, D^) = « + kx = (D', D) = — o + kr. 


10. Relation de Chasles. 
Soient, dans un plan orienté, trois droites D, D', D". On a: 
lacer c 
(D, D^) = (D, D^) + kr (k e Z) 
— — 
OD, D”) = (D', D”) + hx (h e Z) 
Additionnons membre à membre : 


(D, D’) + (D', D") = (D, D”) + (D', D”) + (k + Az 


soit: 
(D, D^) + (D^, D^) = (D, D?) + (k + la 
Or (D, D”) = (D, D^) + mx (m € Z) 
Donc : (D, D^) + (D', D") = (D, D") (mod. éi 


C'est la formule de Chasles pour les angles de droites. 
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11. Angle polaire d’un axe. 


Pour fixer la position d'un axe dans un plan, on fait choix d'un 
axe particulier appelé axe polaire. Soit x'x cet axe. 


L'angle d'un axe quelconque y'y avec l'axe polaire est 
appelé angle polaire de cet axe : 


(xx, y y) 
x'x, y'y). 
Soient y'y et 2'z deux axes et 
— — 
(xx, yy) = a, 
(x'x, sel = B 
, < . 


On peut écrire : 


T 
(yy, 2/2) = 


> — 
(yy, x'x) + (x'x, z'z) + Aën: 


ne Mare 

or (yy, x'x) = — (xx, yy) = — aœ ; 
—— — 

d’où (y'y, 2'2) = B — x + Zb, 


La mesure algébrique de l’angle de deux axes est égale 
à l’angle polaire de l’axe extrémité diminué de l’angle 
polaire de l’axe origine. 


12. Angle polaire d’une droite ou d’une direction. 


Soit (D) une droite, x'x un axe polaire. 

L'angle polaire de la droite (D) 

est l'un quelconque des angles (x'x, 
D). 
Il est défini à kx prés. 
Soient deux droites D et D' d'angles 
polaires œ et B respectivement. On a: 
(D, D?) = (D, x'x) + (x'x, D’) + kr. 

Soit : 

Fig. 12. (D, D') = 8 — a + kx. 
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L'angle de deux droites (D, D') est égal à l'angle polaire 
de la droite D' diminué de l'angle polaire de la droite D. 


III. APPLICATIONS 


13. Bissectrice de l'angle de deux axes. 


La bissectrice de l'angle de deux axes Oy et Oz est un 
axe Ou, tel que 


— => => => 
(Oy, Ou) = (Ou, Oz). (1) 
Soient x'x un axe polaire 

— — 

ct (Ox, Oy) = QU, 
=> — 
(Ox, Oz) = B, 


lcs angles polaires des deux axes Oy et 
Oz 


> — 
et (Ox, Ou) — 0 
l'angle polaire de la bissectrice. 


Fig. 13. 


L'égalité (1) peut s'écrire : 0 — x = B — 9 + 2km, 


où 6 — — + kr. 
x + B 


Si k est pair on obtient un axe Ou d'angle polaire 2 


(mod. 2x) et si k est impair on obtient l'axe Ou' opposé au précé- 
dent. 
Il existe donc une droite u'u bissectrice de l'angle d'axes 


> — 
(Oy, Oz). 

Remarque. Si on choisit Oy comme axe polaire, la bissectrice 
u'u sera définie par la relation ` 


1.2 > 
(Oy, Ou) — 3 (Oy, Oz) + kr. 


14. Bissectrice de l’angle de deux droites ou de deux 
directions. 


Soient (D) et (D') deux droites (ou deux directions). 
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La bissectrice de l’angle de ces deux droites, est une 
droite (^) telle que 


(D, A) = (A, D’). 


Si x'x est l'axe polaire, œ, B et 0 les 
angles polaires de (D), (D') et (A), on 
aura : (D, A) = (D, Ox) + (Ox, A) 


Les = (A, Ox) + (Ox, D’) + kr, 
ou —x+6——06 +B + Rx, 
a +B kr 
Fig. 14. ad VEE ESSA 


qui définit deux directions rectangulaires (A1) et (Ag) suivant que 
lon donne à k une valeur paire ou impaire. 

L'angle de deux droites (ou de deux directions) admet 
deux bissectrices rectangulaires. 


Remarque. Si l'axe polaire x'x et la droite (D) coïncident, les 
deux bissectrices seront définies par la relation : 


1 ; T 
(D, A) = 5 (D, D) + kz. 


15. Angles de droites à cótés res- 
pectivement perpendiculaires. 


Soient deux angles de droites (D, D’) 
et (A, A") tels que D et D’ sont respecti- 
vement perpendiculaires à A et A’. 


Ona: 


(D, A) =(D', 4) 25 (mod. =) 
Fig. 15. D'autre part : 
(D, D^) = (D, A) + (A, A”) + (A^, D?) (mod. z) 
ou (D, D^) = (A, A) (mod. x) 


Deux angles de droites à cótés respectivement perpen- 
diculaires sont égaux modulo x. 
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16. Points sur un cercle. 


Sur un cercle de centre O, soient deux points fixes À et B et 
un point variable M. Désignons respectivement par wu et v'o 
les bissectrices des angles 


> — > — \ 
(OA, OM) et (OM, OB). On a: su M 

1 > > ` Ñ 
(Ou, OM) = 2 (OA, OM) + Es 


1 > +> 
(OM, Ov) = 5 (OM, OB) + Eis 
(Remarque n? 13). A 


En ajoutant membre à mem- % 
bre, il vient : 


1 > > 
(Ou, Ov) = 5 (OA, OB) + kr. 


Or (Ow, Ov) = (MA, MB) + mx (n° 15) 


Donc : (MA, MB) = 2 (OA, OB) + kn. 


Si M décrit le cercle de centre O, l'angle de droites 
(MA, MB) est constant et égal à la moitié de l'angle 


=> => 
d'axes (OA, OB). 


Cas limite. Si M tend vers B (par exemple), MB tend vers la 
lingente BT et la relation précédente devient : 


1 > > 
(BA, BT) = 5 (OA, OB) + kz. 
Donc: (BA, BT) = (MA, MB) + kr. 


17. Points cocycliques. 


Soit P un autre point du cercle. On a: 
(BA, BT) = (PA, PB) + kr 
Donc : (MA, MB) = (PA, PB) (mod. x) 
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Réciproquement : soient quatre points À, B, M, P non 
alignés tels que : 


(MA, MB) = (PA, PB) (mod. x). 


Considérons le cercle passant par M, B et A. La tangente BT 
en B est définie par : 
(BA, BT) = (MA, MB) (mod. x). 
Considérons le cercle passant par P, B et A. La tangente BI" 
en B est définie par : 
(BA, BT” = (PA, PB) (mod. x). 
Donc (BA, BT) = (BA, BT?) (mod. x). 


Par suite, les deux tangentes BT et BT' sont confondues ainsi : 
que les deux cercles. Les quatre points A, B, M, P sont sur un 
méme cercle (sont cocycliques). 


Théorème. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour que quatre points non alignés A, B, M, P soient sur 
un méme cercle est : 

(MA, MB) = (PA, PB) (mod. 7). 


18. Ensemble des points M tels que (MA, MB) = a + kr. . 


M A et B étant deux points fixes, 
cherchons l'ensemble des points M 
du plan tels que l'angle (MA, MB) 


soit égal à un angle donné a. 


ler cas — Si a = km, (ke Z), 
l'ensemble des points M est la droite 
AB, sauf les points A et B car les 
droites MA ou MB ne sont plus 
définies. 


T 2me cas. 
Fig. 18. (MA, MB) = a +kx (x Z kr). 
Soit M un point tel que 
(MA, MB) = à + kr. Les points A, B, M ne sont pas alignés 
puisque o Z Es, donc il existe un cercle (C) passant par A, B et 


M. La tangente BT en B est définie par : 
(BA, BT) = < 
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celle est donc fixe ainsi que le cercle (C). 
Donc tout point M tel que (MA, MB) = a + kr est sur le 
cercle fixe (C). 


Réciproquement, tout point M du cercle (C) est tel que: 
(MA, MB) = (BA, BT) = a(mod. x). 


Théorème, — Les points A et B étant fixes, l'ensemble 
des points M tels que (MA, MB) = a + kn, a étant un angle 
constant différent de En, est | un cercle | passant par 


A et B. 
La tangente BT en B est définie par : 
(BA, BT) =œ (mod. zi 
Le centre, situé sur la médiatrice de AB et sur la perpendicu- 
laire en B à BT, est tel que: 


(OA, OB) = 2(MA, MB) = 2a + 2kr. 


On peut appeler ce cercle : cercle capable de l'angle de 
droites œ, relatif à A et B. 


— — 
19. Ensemble des points M tels que (MA, MB) = a + 2kr. 


— — 
ler Cas. — Si œ = 0 (mod. 2z), les vecteurs MA et MB ont 
méme support et méme sens. L'ensemble des points M est formé 
des portions de la droite illimitée AB qui sont extérieures au seg- 
ment AB (A et B exclus car la direction de MA ou MB n’est plu 
définie). ) 
— — 
2e Cas. — Si a = m (mod. 2x), les vecteurs MA et MB ont 
méme support mais sont de sens contraires. 
L'ensemble des points M est le segment AB (A et B exclus). 


3e Cas. — a Á k'r. "op 
On a: (MA, MB) = (MA, MB) + Kx 
ou (MA, MB) = a+ Kr. 


=> — 
Par suite, tout point M tel que (MA, MB) = œ + 2kx, appar- 
tient au cercle ensemble des points tels que (MA, MB) = x + Kr. 
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Soit TT” la tangente en B à ce cercle orientée de telle sorte que 


+ — 
(BA, BT) = o + 2kr. 
La droite AB divise le cercle 


en deux arcs (C) et (C^) tels que: 
(C) et BT’, (C?) et BT sont 
T” de part et d'autre de AB. 


Pour tout point M e (C), on 
—— => 
a: (MA, MB) = a + 2kr. 
Pour tout point M' e (C?) 
ona: 
—— —— 
(M'A, M'B) = a + x + 2kx. 


L'arc de cercle (C), ensem- 
ble des points M tels que 


> — 

(MA, MB) = œ + 2kz, et 
— 

Fig. 19. l'axe tangent BT défini par 

-> => 

(BA, BT) = « + 2kx sont de 

part et d'autre de la droite AB. 


C) 


Théorème. — Les points A et B étant fixes, l’ensemble 


—— —— 
des points M tels que (MA, MB) = a + 2kn, a étant un 


angle constant différent de Km, est un | arc de cercle | 


passant par À et B. 


20. Droites antiparallèles. 
Deux droites (D) et (D^) sont antiparallèles par rapport 
à deux droites (A) et (A") si les angles (D, D’) et (A, A") 
ont mémes directions de bissectrices. 
Soit (8) une direction commune des bissectrices ; on peut 
écrire : 
(D, 8) = (3, D’) + ax (1) 
(8, A) = (A', 8) + kor (2) 
donc : (D, 8) + (8, A) = (A', 3) + (8, D^) + (k. + ko) (3) 
soit : (D, ^) = (^, D') + kx (4) 
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Réciproquement : La relation (4) entraîne (3) et si (Ô) 
erifie (2), elle vérifie (1). La relation (4) est donc une condition 
nécessaire et suffisante d'antiparallélisme. 


Si les droites antipa- 
rallèles sont concourantes 
deux à deux en A, B, A”, 
I^, la relation (4) s'écrit : 
(MB, AA’) = 

(B'B, D'A) + kr 
vt les quatre points A, D, 
V. B! sont cocycliques. 


Théorème. — Une 
«ondition nécessaire et 
suffisante pour que 
deux couples de droi- 
tes. (D), (D') et (A), (A') se coupant en Fig. 20 a. 
quatre points distincts, soient antiparal- 
lèles, est que les quatre points soient sur un méme cercle. 


Cas particuliers. 


19 Si (D) est parallèle à (D^), leur direction commune est celle 
le l'une des bissectrices de (A, A"). (fig. 20 b). 


(D) 


Fig. 20 b. Fig. 20 c. 
29 Si (D) est parallèle à (A), (4) mon- 
(à) Wi tre que (D^) est parallèle à (A) (fig. 20 c). 
39 Si deux des quatre points A, B, A’, B’ sont confondus, A et 
I! par exemple (fig. 20 d), la relation (4) devient : 
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(AO, AA") = (B'A, B'A’) + kx 
qui exprime que (D) est tangente 
au cercle AA'B'. 

La tangente au cercle cir- 
conscrit en un sommet d'un 
trianle et le cóté opposé 
sont antiparalléles par rap- 
port aux deux autres cótés. 


Fig. 20 d. 


49 Si les droites D, D', A, A' sont 
concourantes et forment deux couples 
de droites antiparalléles, ces couples sont 
dits isogonaux (fig. 20 e). 

Le théoréme précédent s'énoncera 
alors : 


Une condition nécessaire et suf- 
fisante pour que deux couples de 
droites concourantes (D), (D) et 
(A), (A) soient isogonaux est : 


(D, A) = ON, D^) + kn. Fig. 20 e. 


ô 


I 
H 
H 
1 
i 
I 
1 


21. Applications au triangle. 


Soit un triangle ABC, O 
le centre de son cercle circons- 
crit, H son orthocentre. 

1° Les couples (AO, AH) 
et (AB, AC) sont isogonaux. 

Il faut montrer que 
(AB, AO) = (AH, AC) + kr. 

Soit AT la tangente en A. 
On 2: 

(AB, AO) 
= (AB, AT) + (AT, AO) 
(mod. x) 


=-(AB, AT) + 5 (mod. x) 


(AH, AC) = (AH, BC) + (CB, CA) (mod. x) 
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(AH, AC) = i + (CB, CA) (mod. x) 
Or : (AB, AT) = (CB, CA) (mod. m) 
donc : (AB, AO) = (AH, AC) (mod. x) 


29 Le symétrique de l'orthocentre par rapport à un 
cóté est sur le cercle circonscrit au triangle. 


Par symétrie on a : (HB, HC) = — (H'B, H'C) (mod. x). 
A, C', H, B' sont cocycliques, donc : 
(HB', HC’) = (AB', AC?) (mod. x). 
ou (HB, HC) = (AC, AB) (mod. x). 
Donc : 
— (H'B, H'C) = (AC, AB) (mod. x). 
Soit (H'B, H'C) = (AB, AC) (mod. x). 


Les points H', A, B, C sont donc cocycliques. 


22. Droite de Simson. 


Soient M un point quelconque du plan 
d'un triangle ABC, D, E, F les projec- 
tions respectives de M sur les cótés BC, 
UA, AB. (M est distinct d'un sommet). 

On a (mod. x): 

(lul, ED) = (EF, EM) + (EM, ED) 
(1) 


A, E, M, E étant cocycliques : 

(EF, EM) = (AF, AM) = (AB, AM) 

C, D, E, M étant cocycliques : 

(M, ED) = (CM, CD) = (CM, CB) 

Quel que soit M, la relation (1) s'écrit : 

(EF, ED) = (AB, AM) + (CM, CB). 
1° Les points E, F, D sont alignés si: (EF, ED) = 0, donc 

QE (AB, AM) + (CM, CB) = 0 

ou (AB, AM) = (CB, CM) 


Donc D, E, F sont alignés si M est sur le cercle circonscrit au 
triangle ABC. 
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20 Si M est un point du cercle circonscrit : 
(AB, AM) = (CB, CM). Donc: 
(AB, AM) + (CM, CB) = (EF, ED) = 0. 
Les points D, E, F sont alignés. 


Théorème. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour que les projections d’un point d’un plan sur les côtés 
d’un triangle de ce plan soient alignées est que ce point 
soit sur le cercle circonscrit au triangle. 


La droite EFD est dite droite de Simson relative au point M 
correspondant. Si M est en un des sommets, la droite de Simson 
est la hauteur issue de ce sommet. 


23. Projection orthogonale d'un vecteur. 


. — 

Soit un vecteur AB 

porté par un axe y. 
— 


Désignons par ab la pro- 
—> 


jection de AB sur un axe 
x'x qui coupe y'y en O. 
Traçons le cercle trigono- 
métrique de centre O. Il 
coupe Oy en M qui se 
projette en m sur x'x. 
On a: _ 
Fig. 23 a. dh." RB 
Om OM 


Or: OM = +1 et Om — cos (Ox, Oy) 


> — 
Donc : ab = AB.cos(Ox, Oy). 


Théorème. = La mesure algébrique de la projection 
d'un vecteur sur un axe est le produit de la mesure algé- 
brique de ce vecteur évaluée sur l'axe qui le porte par le 
cosinus de l'angle des deux axes. 
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Application. 


Soit, dans un repère ortho- 
normé x'Ox, y'Oy tel que 


> -> BÉ 
(Ox, Oy) = + 5, un vecteur 


2 
> 
AB porté par un axe z'z. Dési- 
— => 
unons par ab et a'b' les com- 
— 
posantes de AB sur x'x et vin, 
Ona: 


— — — — 
ab = AB cos (x'x, z'z) 


— — —— — 
db = AB cos (yy, z' z). Fig. 23 b. 
-> — — -> — — 
Or: (yy, 2'2) = (y'y, x'x) + Gen, z'z) (mod. 2x) 


n —— — 
= — + (x'x, z z) (mod. 2x) 
2 
Donc : 
— -— + > 
a'b' = AB sin (x'x, z'z). 


IV. DIÉDRES ORIENTÉS 


24. Orientation de l'espace. 


Soit z'z un axe quelconque de 
l'espace. Supposons un observa- 
teur placé suivant cet axe qui le 
traverse des pieds à la téte. Si l'on 
tait choix d'un sens de rotation 
positif autour de cet observateur, 


en oriente l'espace par rapport à C 
vet axe. 


On adopte habituellement 
comme sens positif, celui qui va 
de la droite à la gauche de l’obser- 
vateur (dit sens direct). Le sens 
epposé est le sens négatif (ou Fig. 24. 
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rétrograde). Si l’on mène les plans perpendiculaires à cet axe, ils 
seront orientés dans le même sens, en supposant l’observateur 
placé au-dessus du plan. 


25. Dièdre orienté. 


Un dièdre est la figure formée par deux demi-plans qui 
se coupent. Soient (P) et (Q) ces deux demi-plans, AB leur 
droite commune. (P) et (Q) sont les faces, AB l'aréte du 
diédre. 

Orientons l'aréte AB, de A vers 
B par exemple, et choisissons l'un 
des plans pour origine, (P) par 
exemple, l'autre, (Q) pour extré- 


GE 
mité, Le diédre (P, AB, Q) est 
orienté. Sa mesure sera un nombre 
relatif dont la valeur absolue est 
la mesure du diédre rapporté au 
diédre unité et dont le signe est + 
ou — suivant que l'observateur 
— AQ placé suivant AB voit la face (P) 
aller vers la face (Q) dans le sens 
positif ou le sens négatif. 


Fig. 25. 


Soit R un plan perpendiculaire à AB qui coupe (P) suivant Op, 
=> -> -> 

(Q) suivant Oq. (Op, Og) est le rectiligne du dièdre (P, AB, Q). 
— 

Sa mesure algébrique est la méme que celle du diédre (P, AB, Q). 


Ceci permet d'étendre aux mesures des diédres les 
relations des mesures des angles. 


V. TRIÈDRES ORIENTÉS 


26. Sens d'un triédre. 


Soit Sxyz un triédre dont les arétes ont été rangées dans un 
certain ordre (triédre orienté). 
Par définition, le sens du triédre Sxyz est celui du diédre 


(y, Sx, z). 
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Si un observateur placé suivant Sx, les pieds en S et la tête vers 
v, regardant à l'intérieur du trièdre voit la face xSy aller vers la 
live xSz dans le sens direct (généralement de droite à gauche), le 
t icdre est de sens direct (fig. 26 a). 


Dans le cas contraire, le trièdre est de sens rétrograde (fig. 26 b). 


Remarque. S; l'aréte Sy se déplace en restant toujours du méme 
ile de la face xSz, le trièdre ne change pas de sens. 


I 
ï 
1 
Lo 


EXERCICES 
=> — T 
186. On donne un triangle équilatéral ABC tel que (AB, AC) = + 3 et 


un axe x'x passant par:A A. Connalssant l'angle (Ax, AB) = 0, calculer les angles 


polaires des vecteurs BC et CA. 
Par projections orthogonales sur des axes judicieusement choisis en déduire les 
relations : 


2r 4m 
cos 0 + cos (0 + =) + cos (e + 3) —0 
2m Ko 
sin 0 + sin (o + =) + sin (s + =) END 
187. On donne un triangle ABC dans un plan orienté. Démontrer que si un 


mobile parcourant son cercle circonscrit dans le sens positif rencontre les sommets 
‘ns l'ordre A, B, Con a : 


(AB, AC) + (BC, BA) + (CA, CB) = x + 2kn. 
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188. On donne un point P dans le plan d'un triangle ABC. On construit les 
cercles symétriques des cercles circonscrits aux triangles PAB, PBC et PCA par 
rapport aux côtés AB, BC et CA. Démontrer que les cercles ainsi obtenus ont un 
point commun. 


189. Sur les trois côtés BC, CA et AB d'un triangle, on prend respectivement 
les trois points P, Q et R. Démontrer que les cercles circonscrits aux triangles AQR, 
BRP et CPQ ont un point commun. 


190. On donne quatre points A, B, C et D d'un cercle. Les cercles de diamétre 
BA et BC, CB et CD, DC et DA, AD et AB se coupent respectivement en B, C, D, 
A,. Montrer que ces quatre points sont sur un méme cercle. 


191. Un triangle ABC a une base fixe BC ; le sommet A décrit un cercle fixe 
passant par B et C. En désignant par Bë l'une des bissectrices de l'angle (BC, BA) 
et par CS’ l'une des bissectrices de l'angle (CA, CB) et en posant (AB, AC) = qœ -| 
kr, calculer (Bë, C8’) en fonction de œ. 

En déduire les ensembles des centres des cercles inscrits et exinscrits. 


Déterminer l'ensemble décrit par l'orthocentre du triangle. 


192. On se donne sur une droite x'x quatre points A, B, C et D qui se suivent 
dans cet ordre. Déterminer un point O du plan tel que, de O, on voie les trois seg- 
ments AB, BC et CD sous un méme angle. 


193. Soient D, et Au deux droites fixes se coupant en O et telles que l'angle 
de droites (D1, A1) = œ (à kr près). 

Deux droites variables D et A, situées dans le même plan que Diet A1, se 
coupent en un point fixe donné, P, non situé sur Di ou A, et font entre elles un 
angle constant (D, A) = B (à kx près). 

On appelle M le point d'intersection de D et Dr, N le point d'intersection de 
A et Ay, A, Bet I les projections orthogonales de P respectivement sur D1, An et la 
droite MN. 

19 Démontrer que les cercles circonscrits aux triangles PAI et PBI se coupent 
sous un angle constant. 


29 Calculer l'angle (IA, IB) et en déduire l'ensemble des points I. 
(Espagne, 1958 — Extraits) 


194. On considère un segment BC et un point A non situé sur la droite BC. 
— 
Un point M varie sur le segment BC et l'on porte sur BA, dans le sens BA, une 


Z 
longueur BN — BM, sur CA, dans le sens CA, une longueur CP — CM. 

19 Montrer que, lorsque M varie, l'angle NMP reste constant et que le centre 
F du cercle circonscrit au triangle NMP est un point fixe. 

29 Démontrer que les points A, N, P, F sont sur un méme cercle et trouver 
l'ensemble des centres de ce cercle lorsque M décrit le segment BC. 

3e En déduire les positions des points M, N, P pour lesquelles le segment NP 


a une longueur minimale. 
(Liban 52 — Partiel). 


CHAPITRE 15 


PUISSANCE. AXE RADICAL 


PUISSANCE D'UN POINT PAR RAPPORT À UN CERCLE 


1. Définition. 


Étant donné un cercle (O), de 
ventre. O, et un point P fixe de son 
plan, quel que soit le diamètre AA”, 
on aura : 


» => — > — — 
l'A.PA' = (PO + OA)(PO + OA” 
— — 

vt puisque OA’ = — OA : 
PALPA" = PO? — OA? = PO? — R2 


La grandeur PA.PA'— PO? — R? qui, pour un point P donné, 
st indépendante du diamètre A A choisi, est appelée puissance 
du point P par rapport au cercle (O). 


Nous la noterons ZP/(O) 


2. Autres expressions de la puissance. 


5i B est le second point commun 
an cercle (O) et à la droite PA, (fig. 1) 
l'angle A'BA est droit, et B est la pro- 
ection orthogonale du point A’ sur la 
hote PA, donc: 


, => ae 
l'À.PA' = PA.PB et 


EE 
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Si le point P est extérieur au cercle (O), il existe deux tangentes 
PT et PT" issues du point P. Les points de contact, T ou T’, cor- 
respondent à des points A et B confondus, donc : 


bo) = PT? = PT”. 


3. Signe de la puissance d'un point P par rapport à un 
cercle. 
Appelons d la distance du point P au centre O du cercle : 
P est extérieur au cercle (O) de rayon R si, et seulement si, d > R, 
c’est-à-dire si d? — R2 > 0, donc: 
P extérieur au cercle <> ZP/(O) > 0 
P appartient au cercle (O) si, et seulement si, d — R, c'est-à-dire 


sid? — R2 = O 
P e (0) = PP/(O) = 0 


P est intérieur au cercle (O) si, et seulement si, d — R, c'est-à-dire 
si d? — R? < 0, donc 
P intérieur au cercle <> ZP/(O) < 0 


4. Points cocycliques. 


Si quatre points A, B, A', B' sont cocycliques, et si les droiteg 
AB et A'B’ se coupent en P, on a: 


ZPJ/(O) = PA.PB = PA'.PB' 


Fig. 4. 

Réciproquement, soient quatre points A, B, A' et B' non 
alignés, tels que PA.PB — PA'.PB', P étant l'intersection des 
droites AB et A'B'. Il existe un cercle et un seul passant par les 
trois points A, B, et A’; ce cercle recoupe la droite PA' en B, et 


Bona PA.PB — PA'.PB, 
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i deux relations montrent que les points B; et B’ sont confondus, 
douc que les points A, B, A’ et B' sont cocycliques. 


La relation PA.PB — PA'.PB' est donc caractéristique 
ile quatre points cocycliques. (Points A, B, A', B' non alignés). 
L Cercle tangent à une droite. 

Soient deux droites P'T' et PAB res- 
i" ctivement tangente en T et sécante 
sn A et B à un cercle (O) : on sait que 

PT? — PA.PB. 

Réciproquement, soient trois 
punts À, B et T non alignés et un . 
point P de la droite AB tel que Fig. 5. 

Iz: = PA.PB : il existe un cercle et un seul passant par A, B et T. 
^i la droite PT recoupe le cercle en T’, on aura PT.P'T" = PA.PB. 


Ces deux relations entraînent PT = DI, donc les points T 
ri |” sont confondus et le cercle est tangent à la droite PT. 


La relation PT? — PA.PB (A, B, T non alignés) est 
ilonc nécessaire et suffisante pour que le cercle (ABT) 
soit tangent en T à la droite PT. 


6. Axe radical de deux cercles. 


l'roposons-nous de déter- 
miner l'ensemble des points ` (5 P 
l'ivant méme puissance par (o? 
rapport à deux cercles (O) et idu 
(O ) de rayons R et R’. i 
"P/(O) = PP/(O') + 
l'O) — R? = PO’ — R'2 
OI: S 


ro: — PO? = R2 — R’? (1) Fig. 6. 


Sil'on appelle I le milieu 
d: OO’ et H la projection 
urthogonale d'un point P sur la droite OO, on sait que : 


PO? — PO? = 2 00. 1H (2) 
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La relation (1) est vérifiée si, et seulement si, 
2 OO'.IH = R? — R’? 


C'est-à-dire si le point P se projette orthogonalement sur AB en un 
point fixe H tel que : 


L'ensemble des points P ayant méme puissance par 
rapport aux deux cercles est la perpendiculaire en H à la 
ligne des centres. Cette droite est appelée axe radical des 
deux cercles. 


7. Position de l'axe radical. 


— — : 
IH et OO' sont de méme sens si 

R2 > R'2 
de sens contraires si 

R2 < R2 
par conséquent le centre du plus petit 
cercle est le plus rapproché de l'axe 
radical. Fig. 7 a. 


Cercles sécants en A 
a et B : les points communs 
ont méme puissance (nulle) 
par rapport aux deux cercles, 
donc appartiennent à l'axe 
radical. 


L'axe radical de deux 
cercles sécants est la droite 
passant par les deux points 


Fig. 7 b. communs. 


Cercles tangents en A : l'axe radical est perpendiculaire à 
la ligne des centres et il contient le point À qui a méme puissance 
(nulle) par rapport aux deux cercles, il est donc confondu avec la 
tangente commune au point À. 
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Cercles intérieurs ou extérieurs : dans ce cas, l'axe radical 
n'a aucun point commun avec l'un des cercles, car tout point de 
l'un des cercles a une puissance nulle par rapport à ce cercle et 
une puissance non nulle par rapport à l’autre. 

Si les cercles sont intérieurs, l'axe radical est extérieur aux 
ii teles et du côté du centre du plus petit cercle. 


Les cercles sont extérieurs si OO’ > R + Ri ou RER <1 
_IR—RE kk. |R— R| 
"n IH 2 OO OO x 2 
ve qui entraine IH < E R | 
RR OO 


‘ta fortiori: IH < = 2 < 5 


donc IH -< 10", ce qui montre que l'axe radical est entre les deux 
[E] (cles, 


(4) 


Fig. 7 c. 


B. Lieu géométrique. 


Soient PT ct PT" deux 
ioites issues d’un même 
point P et respectivement 
tangentes en T et T’ à deux 
«icles (O) et (O^). Cher- 
lions l'ensemble des points 
P tels que PT = PI. Les 
Lingentes n'existent que si P 
sut extérieur aux deux cercles 
it alors 
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PT—PT' e #P/(O) 


ce qui montre que 


ZPJ/(0) 


l 


L'ensemble des points d’où l’on peut mener des tan- 
gentes égales à deux cercles, est l'axe radical de ces deux 
cercles, diminué, s'il y a lieu, du segment intérieur à ces 
deux cercles. 

On peut utiliser cette 
propriété pour construire 
l'axe radical de deux cer- 
cles extérieurs : on mène 
deux tangentes communes 
et on détermine les points 
de contact Tı et T'i pour 
l'une, To et T'2 pour 
lautre. Les milieux des 
segments T1T'1 et T2T'2 
appartiennent à l'axe radi- 
cal. 


9. Différence des puissances d'un point par rapport à 
deux cercles. 


Fig. 9. 


M étant un point quelconque du plan, on aura, avec les nota- 
tions précédentes : 
PM/(0) — PM/(O') = (MO? — R?) — (MO? —R'?) 
= (MO? -- MOD — (R? — R'?) 
et si m est la projection orthogonale de M sur la droite OO' et H 
le pied de l'axe radical : 


PM/(0) — ZMJ(0) = 2 00'.Im — 2 OO’.IH 
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un bien: 


ZMJ(O) — ZM/(O') = 2 OO Dom 


Lieu $éométrique. 


Cherchons l'ensemble des points M dont la différence des 
puissances par rapport à deux cercles est égale à un nombre donné 


k : 
2MJ(O) — PM|(0') =k >| Hm = Â_ Ë 
| 200’ | 


irite expression détermine une valeur Hm constante, donc un 
point m fixe, ce qui montre que l'ensemble des points M est une 
dioite perpendiculaire à OO". 


Le lieu des points dont la différence des puissances 
par rapport à deux cercles est constante, est une droite 
parallèle à l'axe radical. 


10. Régions déterminées par l'axe radical. 


La relation ZM/(0) — ZMJ(O/) = 2 OO'.Hm 
ï ntraine : ZMJ(O) > PM/(0') <> 2 00'.Hm > 0 
— — 
qni est vérifié si, et seulement si, Hm et OO’ sont de méme sens, 
louc pour tout point M situé du côté de O' par rapport à l'axe 
radical. 


2 
=] 
e 
S 
z 
Ki 


Ono < Du" À Qut > Rice) 


Fig. 10. 
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Inversement : ZM/(O) < ZM/(O) => 2 OO. Ha < O 
cette relation est vérifiée pour tout point M situé du côté de O 
par rapport à l'axe radical. 


L'axe radical détermine donc sur le plan trois sous-ensembles : 
la région qui contient O', ou ensemble des points M tels que 


ZMJ(O) > ZMJ(O") 

la région qui contient O, ou ensemble des points M tels que 
ZMJ(O) < ZMJ(O) 

l'axe radical ou ensemble des points M tels que 
ZMJ(O) = #M(O'). 


11. Centre radical de trois cercles. 


Soient (O), (O" et 
(O") trois cercles d'un 
méme plan, 

(A) l'axe radical des 
cercles (O) et (O") 

(A5) l'axe radical des 
cercles (O) et (O^) : 

Si les centres des 
trois cercles ne sont 
pas alignés, (A,) et 
(Az) se coupent en un 
point P qui a méme puis- 
sance par rapport aux 
trois cercles, donc appar- 
Fig. 11. tient à l'axe radical (A;) 

des cercles (O') et (O"). 


Les axes radicaux de ces trois cercles pris deux à deux sont 
concourants en un point appelé centre radical des trois cercles. 


Si les centres des trois cercles sont alignés, (^:) et (Az) 
ont méme direction et dans ce cas : 
e si (A1) et (Az) sont parallèles, il n'existe aucun point ayant 
méme puissance par rapport aux trois cercles, - 
e si (A1) et (A2) sont confondus, tous leurs points ont méme puis- 
sance par rapport aux trois cercles. 
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12. Construction de l’axe radical. 


Si deux cercles (O) et 
(0) n'ont aucun point 
commun, on peut tracer 
un cercle auxiliaire (0°) 
qui les coupe en À et B, 
V ct B' respectivement. 
les droites AB et A'B' se 
coupent au centre radical, 
l', des trois cercles ` l'axe : 
radical des cercles (O) et Fig. 12. 
(O ) est la perpendiculaire à OO' qui passe par P. 


EXERCICES 


196. Par deux points A et B symétriques par rapport au centre d'un cercle (O), 
^" mène deux segments parallèles et de méme sens, AM et BN, limités au cercle. 


Démontrer que le produit AM.BN est constant. 


197. On méne dans un cercle, par les extrémités d'un diamétre AB, deux 
: des quelconques AAT et BB’ qui se coupent en un point M. Montrer que la somme 
lc, puissances du point A par rapport au cercle MBA’ et du point B par rapport au 
ini le MAB' est égale à AB?. 


198. On donne un cercle (O) et deux points fixes A et B. Par A on mène une 
“te variable qui rencontre le cercle en M et M’. 


Ensemble des centres des cercles circonscrits au triangle BMM'. 


199. Soient A', B', C' les pieds des hauteurs AA', BB', CC' d'un triangle ABC 
In thocentre H. 


Démontrer que : A'B.A'C — — A'H.A'A 
HA.HA' = HB.HB' = HC.HC” 
200. On donne trois points A, B, C. Par le point À on mène une droite varia- 


^h Par B et C on peut, en général, faire passer deux cercles tangents à cette droite 
ubl et M’, 


Ensemble des points P conjugués harmoniques de A par rapport à M et M’. 


201. On donne un cercle (O) et un point fixe À intérieur à ce cercle. Une 
«anle variable issue de A coupe le cercle en M et N. On trace le cercle (T) de 
-hnnètre MN et l'on mène dans ce cercle la corde PAP’ perpendiculaire à MN. 


l ieu des points P et Pr, 


202. Dans un triangle ABC, on mène une parallèle B'C' à la base BC. Démon- 
li que l'axe radical des cercles de diamètres BC’ et CB' est la hauteur AH dece 
iti male, 
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203. Sur le côté AB d'un parallélogramme ABCD, on considère deux points 
variables A' et B’ et l'on trace les droites CA’ et DB’ qui se coupent au point P, 


Démontrer que l'axe radical des cercles PAA' et PBB' est parallèle au côté BC, 


204. D'un point P fixe, on mène les sécantes variables PAA' à un cercle (O), 
La tangente en A au cercle (O) coupe en Q la paralléle menée par P à la tangente en 
A'. 

Lieu du point Q. 


205. D'un point P fixe, on mène les sécantes PMN à un cercle (O). Les cercles 
de diamètre PM et PN recoupent le cercle (O) en M' et N'. Lieu de l'intersection $ 
des droites MM’ et NN’. 


206. On considère deux cercles fixes (C) et (C^), un point fixe O sur (C) et lg 
droite OT tangente en O au cercle (C). On mène une corde variable A"B" du cercla 
(C) parallèle à OT.OA" coupe (C) en A et (C7) en A' ; OB" coupe (C) en B et (C!) 
en B’. 

19 Démontrer que AB et A'B' sont paralléles. 


29 A"B" se déplaçant parallèlement à OT, démontrer que A'B' passe par un 
point fixe et trouver le lieu du point commun à AB et A"B". 


207. Un cercle variable (T`) passe par un point fixe A et a son centre sur un 
cercle fixe (O). Quelle est l'enveloppe de l'axe radical du cercle (T) et du cercle (O), 


208, Lieu du centre d'un cercle variable qui coupe diamétralement deux cera 
cles donnés (O) et (O?). 

Construire un cercle qui coupe diamétralement trois cercles donnés (O), (O^ 
et (O"). 


209. Démontrer que l'axe radical du cercle circonscrit à un triangle et du 
cercle d'Euler de ce triangle passe par les conjugués harmoniques des pieds des 
hauteurs par rapport aux sommets situés sur le méme cóté du triangle. 


210. Par le point A commun à deux cercles (O) et (O^), on mène une sécante 
variable qui recoupe les cercles en M et M'. Ensemble des points P qui divisent les 
segments MM’ dans un rapport donné k. 


211. Soient Ax et By deux axes tangents à un cercle (I), de centre O, aux deux 


extrémités d'un diamètre AB de (T). Ax et By sont orientés dans le méme sens, 
Une tangente variable à (T) en M rencontre Ax en A’ et By en B'. 


Démontrer les propriétés suivantes : 
10 AA + BB’ = + A'B'; 
29 Le cercle de diamètre A'B' est tangent en à AB ; 
39 Le produit AA! BB est constant ; 
40 Si P est la projection orthogonale de M sur AB, PM est la bissectrice de 
> — 
l'angle (DAT, PB”) ; 
59 Le produit A'B'.PM est constant ; 2 4 p 
60 AB’ et DAT se coupent au milieu de PM et — = — + 


CHAPITRE 16 
CERCLES ORTHOGONAUX 


1. Définitions. 


L'angle de deux courbes (non orientées) sécantes en A est 
l'angle de leurs tangentes en A. 
Si les tangentes AT et AT' sont perpendiculaires, les 
courbes sont dites orthogonales en À. 
alors : (AT, AT?) = (AT', AT) = x/2 (mod. x). 
8i deux cercles (O) et (O^, 
ile centres O et O’, se coupent en 
À et admettent pour tangentes AT 
rt AT" respectivement, on a : 
(AT', AT) = (AO, AO?) 
(mod. x) 
comme étant des angles de droites 
wespectivement perpendiculaires ` 
il en résulte que deux cercles sont 
btthogonaux en A si, et seulement Fig. 1. 
m, (AO, AO) = x/2 (mod. m). 
Dans ce cas, il existe un second point B commun aux deux 
ivreles, et la symétrie par rapport à OO' donne: 
(AO, AO’) = (BO, BO) = z/2 (mod. x) 
les cercles sont aussi orthogonaux en B, nous pourrons dire sans 
plus préciser que les cercles sont orthogonaux. 


2. Propriétés caractéristiques des cercles orthogonaux. 


In Sachant que (AO, AT) = 7/2 (mod. x) 

la condition (AO, AO") = r/2 est vérifiée si, et seulement 
nt, le point O' appartient à la droite AT. 

Une condition nécessaire et suffisante pour que deux 
«ercles sécants en À soient orthogonaux, est que la tan- 
kente en A à l’un des cercles passe par le centre de l'autre. 
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11 résulte de cette propriété que le centre de chacun des cercles 
est extérieur à l'autre. 


29 La relation (AO, AO") = x/2 est vérifiée si, et seulement 
si, le triangle OAO’ est rectangle en A, donc: 


Deux cercles de centres O et O', de rayons R et R', sont 
orthogonaux si, et seulement si, OO? = R? + R2, 
39 Cette dernière relation est équivalente à : 
OO? —R? = R? ou ⁄O'/(O) = R” 
età: OO? —R'?-R? ou 420OJ(O!')-— R? 
Deux cercles sont orthogonaux si, et seulement si, le 


carré du rayon de l'un des cercles est égal à la puissance 
de son centre par rapport à l'autre cercle. 


49 Si un diamètre du cercle (O) coupe le cercle (O^) en E et E' ; 


PO/(O') = R? <> OE.OE' = OA? = OR? 


ce qui montre que : 


Deux cercles sont ortho- 
gonaux si, et seulement si, 
un diamètre de l’un des cer- 
cles est divisé harmonique- 
ment par l’autre cercle. 


59 Si les cercles (O) et(O") 
se coupent en À et B, et si une 
sécante passant par À recoupe 
(O) en M, et (O') en M', on 
a (mod. x): 


i > => 
(MB, MA) = ; (OB, OA) = 
(00, OA) 
1 > — 
(M'A, M'B) = ; (O'A, O'B)— 
(O'A, 00’) 


et par addition : 
(MB, MIDI = (O'A, OA) 
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ic qui montre que : 

(AO', AO) = 7/2 <> (BM, BM) = x/2. 

Deux cercles sécants en A et B sont orthogonaux sí, et 
seulement si, une sécante MM' passant par l'un des points 
A ou B est vue de l'autre point sous un angle droit. 


3. Cercles orthogonaux à deux cercles donnés. 


Un tel cercle (w) existe à la 
vondition nécessaire et suffi- 
sante que, p étant son rayon, on 
mt: 


p w 
Po [(O) = e et elt = p a. EH 
ve qui implique que w est exté- ^ 
rieur aux cercles (O) et (O^) et A 
appartient à l'axe radical de ces 
deux cercles. U 


Si œ vérifie ces deux condi- 
nons, il est centre d'un cercle, 
(t d’un seul, orthogonal à (O) 
ct (O'), puisque les relations Fig. 3. 
ci-dessus déterminent un rayon 
„ ct un seul. 


L'ensemble des centres des cercles (w) orthogonaux à 
deux cercles (O) et (0°) est l'axe radical de ces deux cer- 
es, diminué, s'il existe, du segment intérieur aux deux 
cercles. 


4. Cercle orthogonal à trois cercles donnés. 


Le centre d'un tel cercle, s'il existe, a méme puissance par 
rapport aux trois cercles et est extérieur à chacun d'eux. 

Le cercle (e) existe et est unique si les 3 cercles admettent 
unu centre radical extérieur à chacun d'eux. 

Le cercle (œ) n'existe pas si lestrois cercles n'admettent pas de 
«entre radical (centres alignés) ou si le centre radical est intérieur 
^ chacun d'eux. 
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Il existe une infinité de cercles 
(w) si les trois cercles admettent 
deux à deux même axe radical 
(centres alignés). 


Fig. 4. 


5. Cercle pseudo-orthogonal à un autre cercle. 


Soit un cercle (w) de diamètre 
AB : tout cercle (O) passant par À 
et B est dit cercle pseudo-ortho- 


(O) A gonal au cercle (O). 
(o) On dit aussi que le cercle (O) 
coupe diamétralement le cercle (c). 
Cette propriété implique que 
le point œ est intérieur au cercle 
B (O). 


La pseudo-orthogonalité n'est 
pas une propriété symétrique : si 
(O) est pseudo-orthogonal à (œ), 
(w) n'est pas pseudo-orthogonal à (O). Il serait faux de dire que 
les cercles sont pseudo-orthogonaux. 


Fig. 5. 


Propriété caractéristique. 


Une corde AB du cercle (O) est un diamètre du cercle (œ) à la 
condition nécessaire et suffisante que le triangle OwA soit rec- 
tangle en œ milieu de AB, 


donc que : OA? — Oc? = oA? 
ou, en désignant par R et p les rayons des cercles (O) et (w) 
R2 — Oo? = 9° 


ou encore : Pw/(O) = — p? 
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6. Cercle coupé diamétralement par deux cercles (O) 
et (O). 


Un tel cercle existe à la con- 
dition nécessaire et suffisante 
que l'on ait : 

Zelt = — p? 

et Zo[(O^) = — p? 

ce qui implique que o est inté- 

tieur aux deux cercles et appar- 
tient à leur axe radical. 


Fig. 6. 


Si œ vérifie ces deux conditions, il est centre d'un cercle et d'un 
cul, coupé diamétralement par les cercles (O) et (O^), puisque les 
relations ci-dessus déterminent un rayon p et un seul. 


L'ensemble des centres des cercles coupés diamétrale- 
ment par deux cercles (O) et (O') est le segment d'axe radi- 
«al intérieur à ces deux cercles, si ce segment existe. 


EXERCICES 


213. La division (A, B, C, D) étant harmonique et M et N étant les milieux des 
“ments AB et CD, démontrer la relation : 
AB? -- CD? — 4MN? 


214. Construire un segment MN qui divise harmoniquement deux segments 
AB et CD portés par une même droite. 


215. On donne une droite fixe (D) et un point A fixe sur (D). Par un second 
unt fixe B du plan, extérieur à (D), on mène une sécante variable (A) qui ren- 
entre (D) au point C et l'on considère le cercle (I) passant par A et tangent à (A) 
(a C, 

Montrer que les cercles (I') et (T) correspondant à deux droites perpendicu- 
lures (A) et (A") sont orthogonaux. Montrer que le lieu du second point de ren- 
entre, M, des deux cercles (T') et (1) est un cercle passant par B, symétrique de B 
par rapport à (D). 


216. Étant donné un triangle ABC, on construit les cercles (A), (B), (C) ayant 
iur centres les sommets du triangle et pour rayon les longueurs a, b, c des côtés 
^pposés. 

19 Montrer que le centre œ du cercle (œ) orthogonal aux 3 cercles (A), (B), 
(t ) est symétrique de l'orthocentre, par rapport au centre du cercle circonscrit au 
i nangle ABC. d 
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29 Montrer que le rayon p du cercle (œw) vérifie la relation : 
p? = — 4R? cos A. cos B. cos C 
En déduire une condition d'existence du cercle (œw). 


217. Construire un cercle passant par un point donné A, et ortnogonal à deux 
cercles donnés (O) et (O^). 


218. Construire un cercle de rayon donné R, passant par un point donné A, et 
orthogonal à un cercle donné (O). 


219. Construire deux cercles orthogonaux connaissant leurs centres O et O' 
et leur axe radical (A). 
Construire trois cercles orthogonaux deux à deux, connaissant leurs centres, 


220. Soient deux axes rectangulaires, Ox et Oy, un point fixe A sur la demi- 
droite Ox, un point fixe B sur la demi-droite Oy (OA > OB). 

On désignera par (x) un cercle quelconque tangent en A à Ox et par (B) un 
cercle quelconque tangent en B à Oy. 

19 Un cercle (œ) étant donné, construire les cercles (B) tangents à ce cercle (a). 
Nombre de solutions. 

29 M désignant le point de contact de deux cercles (a) et (8) tangents entre eux, 
on appellera B' le point où la droite AM recoupe (B) et A’ le point où la droite BM 
recoupe (a). 

Montrer que le lieu de B', quand les cercles (x) et (B) varient en restant tan- 
gents, se compose de deux droites, que l'on appellera b, et b,. De méme le lieu de 
A' se compose de deux droites, a, et a, , respectivement parallèles à à b, et b,. 

30 On suppose que les cercles (x) et (B) varient en restant tangents, le point A’ 
étant sur a, et B’ sur b, (a, parallèle à b), Montrer que le lieu de M est un cercle (T) 
et que la tangente commune aux cercles (œ) et (B) coupe (T`) sous un angle constant. 

Qu'arrive-t-il si l'on suppose A' sur a, et B' sur b, ? 


221. On donne deux cercles de centres O et O”, de rayons R et R’ (R > R”. 

19 Calculer la puissance p par rapport à chacun des cercles du pied H de l'axe 
radical sur la droite des centres, en fonction de R, R' et OO' — d. (On ordonnera 
par rapport à d). 

Retrouver tous les cas de nullité de cette puissance. 

29 Le cercle (O) étant fixe, le point O' décrit une demi-droite Ox et l'on sup- 
pose R' — 0. Construire l'axe radical du cercle O et du cercle-point (O^) dans tous 
les cas de figure. 

Montrer que la puissance p du point H n'est jamais négative. 

3e Montrer qu'il existe deux positions O' et O'» du cercle- -point (O^) pour 
lesquelles p a une valeur donnée. Construire ces points dans le cas où p = R2. 

4 Montrer que les cercles (T') ayant pour diamètre O'10'2 sont orthogonaux 
à un cercle fixe. Montrer qu'il passe en général un cercle (I) par un point donné du 
plan. Construction. 


222. On donne deux axes x'Ox et y'Oy tels que (Ox, Óy = a{0<a<r) 


et sur Oy deux points A et B tels que OA = a > 0, OB = b > 0. 

Soient DO, R) et I"(Q', R') les cercles passant par A et B et tangents à Ox, les 
points de contact étant T et T’. 

19 Calculer en fonction de a, b et œ les longueurs R, R”, TT’, Or, 

29 Démontrer que (a = b)%(R + R^? — 4(a + b)?*RR' + 4ob(a + b)? = 0. 
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Je Déterminer œ pour que let I" soient orthogonaux. Discuter suivant les 
Ars de a et de b. 


223. Soient (D) et (D^) deux droites parallèles et deux points fixes O et A sur 
tl) On considère un couple de points M et M’ variables sur (D) et symétriques par 
(apport à A. 

19 Construire les cercles (C) et (C^) tangents à (D^), passant par O et respecti- 

‘ment par M et M’. 

En désignant par N et N’ les points de contact des cercles (C) et (C^) avec (D^), 
montrer que les droites MN et M'N’ se rencontrent en un point fixe |. Prouver que 
I ` econd point de rencontre B des cercles (C) et (C^) se déplace sur une droite fixe. 
(user le lieu de B. 

29 Latangente en M à (C) et la tangente en M’ à (C7) se rencontrent en un point 
l Montrer que la droite PI est l'une des bissectrices de (PM, PM’) et que les droites 
1'11 et PM’ enveloppent un cercle fixe. 

Montrer que le point P se déplace sur la droite l'A’, l’ désignant le symétrique 
-J O par rapport à |, et A’ le symétrique de O par rapport à A, Préciser le lieu de P. 

Montrer qu'on retrouve au point P l'angle des tangentes en O aux deux cercles 
u ) et (C^). Construire un couple de points M et M’ symétriques par rapport à A et 
t:l. que les cercles (C) et (C^) soient orthogonaux. Quel est le nombre de solutions ? 


224. On considére les cercles (K) d'un plan qui possédent la propriété sui- 
aule : tout cercle (C) passant par deux points donnés A et B du plan, de milieu ©, 
: ipe l'un quelconque d'entre eux en deux points diamétralement opposés, c'est-à- 
iie que l'axe radical d'un cercle (C) et d'un cercle (K) est toujours un diamètre 
de (K). 
19 Montrer que le centre | d'un cercle (K) est nécessairement sur le segment de 
lorte AB. Construire le cercle (K) dont le centre est un point donné | du segment 
^B. 


Construire les centres des cercles (K) qui passent par un point donné M de AB. 


Discuter suivant la valeur de OM = m. Retrouver les résultats de cette discussion 


' n étudiant l'équation qui a pour racines les abscisses Ol — x des centres des 
(er cles cherchés. 

Construire les cercles (K) qui passent par un point donné M hors de AB. On 
: herchera d'abord l'axe radical du cercle (K) inconnu et du cercle (C) qui passe par 
11 La discussion n'est pas demandée. 

29 On donne M sur la médiatrice D de AB. Soit | le centre de l'un des cercles 
(F) qui passent par M. On désigne par N le point diamétralement opposé à M sur 
(F). 

NA NB 

Montrer que les rapports TA et TB gardent une valeur constante quand M se 

deplace sur D. 


30 On suppose que les deux cercles (K) qui passent par un point donné M soient 
^ thogonaux. Que peut-on dire des autres points d'intersection de ces cercles (K1) 
“1 (Kg) et du cercle (C) qui passe par M ? 


Établir la relation HA.HB — — 3HM?, où H désigne la projection orthogonale 
de Msur AB. 


225. A. Deux cercles (T) et (T) de centres respectifs C et C”, sécantsen | et J 
ont orthogonaux. 


19 Une droite variable passant par | coupe les cercles (T) et (T") respectivement 
«n À et B. Évaluer l'angle AJB. 
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La droite AJ recoupe le cercle (T) en B’ et la droite BJ recoupe le cercle (T) en 
A. Montrer que les points A, C, A’ sont alignés de même que B, C’, B' et I, A'et B’, 

Montrer que les tangentes en A à (I) et en B à (T) sont perpendiculaires. 

2 Soient A un point du cercle (T) et B un point du cercle (I7) tels que les 
tangentes en A et B aux cercles (T) et (T) soient perpendiculaires. Montrer que la 
droite AB passe par l'un des points Ï ou J. 


B. On donne un angle droit xOy, un point fixe A sur la droite Ox, un point B 
sur la droite Oy, et l'on envisage deux cercles variables (T) et (T"), tangents rese 
pectivement à Ox en A et à Oy en B. Ces cercles variables sont orthogonaux et l'on 
appelle | et J leurs points communs. 

19 Montrer que l'un des points | ou J (I par exemple) appartient à la droite AB 
et trouver le lieu géométrique des points | et J. 

29 Montrer que la droite IJ coupe le cercle de diamètre AB en un point fixe K 
et que la perpendiculaire en J à la droite KJ passe par un point fixe K’. 

Montrer que la projection orthogonale du milieu F de AB sur la droite des cen- 
tres des cercles (T) et (T) coincide avec le milieu de IK’. 


CHAPITRE 17 


FAISCEAUX LINÉAIRES DE CERCLES 


1. Définition. 


On appelle faisceau linéaire de cercles l’ensemble des 
cercles admettant avec un cercle donné un axe radical 
donné. 


Si un cercle (O^) appartient à un faisceau donné par le cercle 
(O) et l'axe radical (A), on sait que (A) est perpendiculaire à OO’, 
i| en résulte que les centres de tous les cercles du faisceau sont 
alignés sur une méme perpendiculaire à l'axe radical : cette droite 
est appelée droite des centres. 


2. Propriétés caractéristiques. 


S'il existe deux points A et B ayant méme puissance par rap- 
port à plusieurs cercles, ces cercles appartiennent à un faisceau, car 
la droite AB est alors axe radical de chacun des cercles pris avec 
l'un d'entre eux. 


Inversement, si plusieurs cercles appartiennent à un faisceau, 
deux points quelconques de l'axe radical ont méme puissance par 
rapport à chacun d'eux. 


On peut donc énoncer : 


Une condition nécessaire et suffisante pour que plu- 
sieurs cercles appartiennent à un faisceau, est qu'il existe 
deux points ayant méme puissance par rapport à chacun 
d'eux. 


Si plusieurs cercles ont leurs centres alignés sur une droite (D) 
ct s’il existe un point À ayant méme puissance par rapport à tous 
ees cercles, la perpendiculaire à (D) issue du point A est axe radi- 
cal de chacun des cercles pris deux à deux, donc ces cercles appar- 
uennent à un faisceau. 
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Réciproquement, si plusieurs cercles appartiennent à un fais- 
ceau, leurs centres sont alignés et un point quelconque de l’axe 
radical a même puissance par rapport à chacun d’eux. 


Nous énoncerons : 


Une condition nécessaire et suffisante pour que plu- 
sieurs cercles, dont les centres sont alignés, appartiennent 
à un faisceau, est qu’il existe un point ayant même puis- 
sance par rapport à chacun d’eux. 


3. Genres de faisceaux. 


1er cas : l'axe radical (A) coupe le cercle (O) en A et B. 


Dans ce cas, les points À 
et B appartiennent à tous les 
cercles du faisceau, puisque 
leur puissance par rapport à 
chacun d'eux est nulle. 


Inversement, tout cercle 
passant par À et B appartient 
au faisceau puisqu'il admet 
Fig. 3a. avec le cercle (O) la droite 
(A) pour axe radical. 


Le faisceau défini par (O) et (A) est aussi l'ensemble des cercles 
passant par À et B. Les points A et B sont appelés points de base. 


Le faisceau est appelé faisceau à points de base ou faisceau 
de cercles sécants. 


Dans ce cas, tout point O' de la droite des centres est centre 
d'un cercle du faisceau, et d'un seul, admettant pour rayon la 
longueur O'A. 


Si l'on donne le rayon R’, on peut construire le cercle (O^) : le 
centre O' appartient à l'intersection de la droite des centres et du 
cercle (A, R'). 


Il existe deux cercles de rayon R' si: R' > ; AB 


ce cercle est unique si : R'— 2 AB. 
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2me cas : l'axe radical (A) est tangent au cercle (O) en A. 


La droite OA perpendiculaire à (A) est alors la droite des 
centres. 


Le point À appartient à chacun des cercles du faisceau 
puisque sa puissance par rapport à chacun d'eux est nulle, donc 
tous les cercles du faisceau sont tangents en A à la droite (A). 


Inversement, tout cercle 
tangent à la droite (A) en À 
admet, avec le cercle (O), la 
droite (A) pour axe radical. 


Le faisceau défini par le 
cercle (O) et l'axe radical (A) 
est, dans ce cas, l'ensemble des 
cercles tangents à la droite (A) 


cn À, donc tangents entre eux À 
cn A. Fig. 3 b. 


Le faisceau est appelé faisceau singulier ou faisceau de 
cercles tangents. 


3me cas : l'axe radical (A) est extérieur au cercle (O). 


Dans ce cas, les cercles 
du faisceau n'ont aucun 
point commun avec l'axe (o 


(A) 
: (o) 
radical. (o”) 
Si H est le point com- // 
` . H 
mun à la droite des cen- 
tres et à l'axe radical, il N 


t siste un cercle de centre 

Il (et un seul) orthogonal 

an cercle (O). Ce cercle 

(m) a un rayon p tel que Fig. 3 c. 
v” = FH/(0). 

Ce cercle est aussi orthogonal à tout cercle (O^) du faisceau 
puisque ZH/(O^) = ei, ce qui montre que les centres des cercles 
du faisceau sont extérieurs au cercle (w), donc au segment IT si 
l'on désigne par I et J les points communs au cercle (o) et à la 
lime des centres. 
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Inversement, tout point O' de la droite des centres, pris à 
l'extérieur du segment IJ, est centre d'un cercle (et d'un seul) 
orthogonal au cercle (w), donc admettant, avec (O), (A) pour axe 
radical puisque PH/(O') = ZH/(O). 

Le faisceau est aussi l'ensemble des cercles centrés sur la droite 
OH et orthogonaux au cercle (œw). 

Les points I et J peuvent étre considérés comme des cercles 
dont le rayon est nul (cercles-points) et qui appartiennent au 
faisceau. On aurait : 

ZH/(O) = 2H/(0) = HI? = HJ? 

Ces points I et J sont appelés points limites ou points de 
Poncelet. Le faisceau est appelé faisceau à points limites ou 
faisceau à points de Poncelet. 

A tout rayon R' donné, il correspond deux cercles du faisceau : 
les centres sont déterminés par HO'? = R'? + p2. 


4. Cercles d'un faisceau passant par un point donné M. 


a) Faisceau à points 
de base A et B. 


M étant donné hors de 
la droite AB, il existe un 
cercle et un seul passant par 
A, B et M, donc un cercle 
du faisceau et un seul pas- 
sant par M. 


b) Faisceau singulier. 


A étant le point de con- 
tact, les centres des cercles 
passant par À et M appar- 
tiennent à la médiatrice du 
segment AM. 

S1 M n'est pas sur (A), 
cette médiatrice coupe la 
ligne des centres en un 
Fig. 4 b. point ON. et le seul cercle du 
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luisceau qui passe par M est le cercle de centre O” et de rayon 
RK = O'A = O'M. 
c) Faisceau à points limi- 
tes Iet J. 


Première construction : La 
droite HM étant diamétrale pour 
le cercle (w) de diamètre IJ, le 
cercle (O') cherché et le cercle 
(w) déterminent sur la droite HM 
une division harmonique (M, M’, 
E, E^) puisque les cercles (O^) et 
(o) sont orthogonaux. On peut 
Fig. 4 c. construire M'. Le centre O' est 
l'intersection de la droite des 
centres et de la médiatrice de MM’. 


Cette construction détermine un point O' et un seul si M est hors 


de (A). 


Seconde construction : 
l.c cercle (O^) cherché, ortho- 
ponal au cercle (œw), détermine 
«ur le diamètre IJ une division 
harmonique (œ, o, I, J); «x 
est un diamètre du cercle (O7) 
done ost = 1D, et les rayons 
Mz et Mai du faisceau harmo- 
nique Maa IJ sont les bis- 
…ctrices de (MI, MJ), ce qui Fig. 4d. 
permet de construire œ et ol 
sur la droite des centres. Ces deux bissectrices coupent la droite 
des centres si M est hors de (A). 

Dans les 3cas par un point M donné hors de l'axe radical, 
il passe un cercle du faisceau et un seul. 


On peut considérer l'axe radical comme la limite d'un cercle 
du faisceau dont le rayon tend vers l'infini; en effet suivant le 
penre de faisceau, la droite (A) satisfait à la condition 
e soit de passer par À et B; 

e soit d’être tangente en À au cercle (O); 
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e soit d’être orthogonale au cercle de diamètre IJ. 


On énoncera alors : 
Par tout point du plan, il passe un cercle du faisceau et un seul. 


5. Faisceau et cercle quelconque. 


Soit un faisceau déter- 
miné par le cercle (O) et 
l'axe radical (A). 

(C) étant un cercle quel- 
conque n'appartenant pas 
au faisceau, l'axe radical des 
cercles (C) et (O) coupe, en 
général, (A) en un point P 
qui a même puissance par 
; rapport au cercle (C) et à 

Fig. 5. tous les cercles du faisceau. 

Si le centre C n’appartient pas à la droite des centres du fais- 
ceau, les deux axes radicaux sont sécants et alors le point P existe 
et il est unique. | 

Si le centre C appartient à la droite des centres du faisceau, les 
deux axes radicaux sont parallèles et le point P n'existe pas. 


6. Cercles passant par deux points donnés A et B et tan- 
gents à une droite donnée (D). 


T, P T O Fig. 6a. 


Soit Tı le point de contact de la droite (D) et de l'un des cercles 
(O1) cherchés, et soit P l'intersection des droites AB et (D) ; on 
aura : 


2PJ(0,) = PA.PB = PT? 
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On peut déterminer la longueur P'T, en menant du point P la 
tangente à un cercle quelconque passant par A et B, ce qui est pos- 
sible si, et seulement si, le point P est extérieur au segment AB, 
donc si les points A et B sont d'un méme côté de la droite (D). 

Dans ce cas, on porte sur la droite (D), de part et d'autre du 
point P, les longueurs PT; = PT2 = PT ce qui détermine deux 
points de contact T; et T2. 

Les centres des cercles cherchés sont les intersections de la 
inédiatrice de AB et des perpendiculaires à la droite (D) en Tı ou 
‘Te respectivement. 


Cas particulier. 


Si les droites (D) et AB sont paral- 
Icles, le point P est rejeté à l'infini, mais A/ | NB 
la construction est immédiate ` la média- 
trice de AB est axe de symétrie de la 
figure, le point de contact T est un 


point double : c'est l'intersection de la (b) 
droite (D) et de l'axe de symétrie. Le pr 

cercle cherché est le cercle ABT et il est 

unique. Fig. 6b. 


Cercles d'un faisceau, tangents à une droite donnée. 


D'une facon plus générale, cette construction permet de déter- 
niner les cercles qui appartiennent à un faisceau donné et sont 
tangents à une droite (D) donnée. 

Le point P commun à la droite (D) et à l’axe radical du faisceau 
4 méme puissance par rapport à tous les cercles du faisceau; on 
détermine la longueur PT de la tangente à l'aide d’un cercle auxi- 
liaire et l’on poursuit la construction comme ci-dessus. 


7. Cercles passant par deux points donnés A et B, et tan- 
gents à un cercle donné (C). 


Il existe, en général, sur la droite AB, un point P unique ayant 
méme puissance par rapport au cercle (C) et à tous les cercles pas- 
sant par À et B (voir n? 5) donc tel que : 


PP/(O) = PP/(C) = PA.PB. 
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L'axe radical du cercle (C) et de l’un des cercles cherchés est la 
tangente commune au point de contact T'1, et cet axe radical passe 
par le point P ; on aura donc: 


PT? — PAPE. 


On détermine le point 
P àl'aide d'un cercle auxi- 
liaire passant par A et B et 
coupant le cercle (C). Sur 
la figure, le cercle auxi- 
liaire (O) coupe (C) en E 
et E’, et P = AB N EE. 

Sile point P est exté- 
rieur au cercle (C), on 
peut mener deux tan- 
gentes PT; et PT2, T; et 
T2 sont les points de con- 
tact du cercle (C) et des 
cercles cherchés. 


Les centres des cercles sont les intersections de la médiatrice 
de AB et respectivement de la perpendiculaire en Tı à PT, ou en 
Ta à PT». 


La construction est possible si le point P n'est pas intérieur au 
cercle (C), donc si A et B sont sur le méme arc EE' du cercle auxi- 
liaire, ce qui a lieu : 

19 si A et B sont tous deux intérieurs ou tous deux extérieurs 
au cercle (C), il existe alors deux solutions ; 

29 si l’un des points A ou B appartient au cercle (C), il est alors 
confondu avec le point P et le point T, il n’y a qu'une solution. 


Cas particulier. Si le centre du 
cercle (C) est sur la médiatrice de AB, 
le point P est rejeté à l'infini, mais la 
médiatrice de AB est alors axe de symé- 
trie de la figure : elle coupe le cercle (C) 
aux points Tı et T» qui sont les points 
de contact; les cercles ABT; et ABT2 
sont les cercles cherchés. 
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Cercles d’un faisceau, tangents à un cercle donné. 


D'une façon plus générale, cette construction permet de déter- 
miner les cercles qui appartiennent à un faisceau donné et sont 
tangents à un cercle (C) donné. 


On construit l'axe radical du cercle (C) et d'un cercle auxiliaire 
du faisceau et l’on détermine le point P qui a méme puissance par 
rapport au cercle (C) et à tous les cercles du faisceau. 


On poursuit la construction comme ci-dessus. 


8. Faisceaux de cercles orthogonaux. 


Soit un faisceau (F) défini par deux cercles (O1) et (Os), soit 
(^) l'axe radical et (D) la droite des centres. 

Supposons d'abord que le faisceau (F) est un faisceau à 
points limites I et J. 

Il existe une infinité de cer- 
cles orthogonaux aux cercles 
(01) et (Os), et le lieu géomé- 
trique de leurs centres est l'axe 
radical (A). (voir n? 3, chap. 16). 

Si (œ) est l'un quelconque 
de ces cercles, et Ri le rayon de 
(01) : 

(O1) et (œ) orthogonaux <> 
.#O1/(œ@) = R12, Vo. Le point 
O1 a méme puissance par rap- 
port à tous les cercles (w) dont 
les centres sont alignés, par con- 
séquent l'ensemble des cercles 
(e) est un faisceau (P) (voir n? 
2), admettant la droite (D) pour Fig. 8a. 
axe radical. 

En particulier, l'un des cercles (o) est le cercle de diamètre IJ : 
lc faisceau (D) est donc un faisceau à points de base I et J puisque 
ces points sont communs à l'axe radical et à l'un des cercles du 
faisceau. 

On démontre de la méme façon que l'ensemble des cercles (O) 
vrthogonaux aux cercles (w) est le faisceau (F), en effet, le lieu 
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géométrique de leurs centres est l'axe radical des cercles (œw), 
diminué du segment IJ, et p, étant le rayon de l’un des cercles 
(01) : 

(w) orthogonal à (O) => 2Ze,/(O) = pi, VO 
ce qui montre que l'ensemble des cercles (O) est un faisceau que 
l'on peut identifier au faisceau (F) puisqu'il contient en particulier 
les cercles (O4) et (O,). 

Nous énoncerons : 

L'ensemble des cercles orthogonaux aux cercles d'un 
faisceau à points limites est un faisceau à point de base, 
et réciproquement, l'ensemble des cercles orthogonaux 
aux cercles d'un faisceau à points de base est un faisceau à 
points limites : les points limites de l'un sont les points de 
base de l'autre. 

Les deux faisceaux sont appelés faisceaux de cercles ortho- 
$onaux. (On dit aussi faisceaux de cercles conjugués). | 


Étudions le cas ou le faisceau (F) est un faisceau sin- 
$ulier. 


L'ensemble des centres des cercles orthogonaux aux deux 
cercles (O1) et (O2) est l'axe radical (A) entier, et pour qu'un cercle 
(w), centré sur cette tangente au cercle (O1) soit orthogonal à (O1), 
il faut et il suffit qu'il appartienne au faisceau singulier (D) 
admettant (D) pour axe radical et A pour point de contact. Un tel 
cercle est alors orthogonal à tous les cercles tangents à (A) en A, 
donc à tous les cercles (O) du faisceau (F). 
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L'ensemble des cercles orthogonaux aux cercles d'un 
faisceau singulier est un faisceau singulier ; l'axe radical 
de l'un des faisceaux est la droite des centres de l'autre. 


9. Lieu géométrique. 


On se propose de chercher l'ensemble des points M. dont le 
rapport des puissances par rapport à deux cercles donnés (O1) et 
(O2) est constant, soit : 

PMI(O:) . 


ZMJ(0;) 
Si k — 1, le lieu 
cherché est l'axe radical 
(^) des deux cercles. 


Si k Z 1: on appelle 
llm la distance de l'un 
des points M à l'axe radi- 
cal, et (O) le cercle (uni- 
que) passant par M et 
appartenant au faisceau 
déterminé par (Oi) et : 
(Og). P Fig. 9. 


On aura successivement : 
^MJ(O) = 0 
?MJ(O1) = 2M/(01) — 2MJ(O) = 2 O;O.Hm 
?MJ(Oa) = PM/(O2) — ZMJ(O) = 2 020.Hm 
MIO _ 001 


ct en faisant le rapport ` = 


PM/(O2) ` == 


OOs 
2MJ(01) 00: 
il en résulte que : = = k <> == k 
AIMI) 00; 


la relation 901 = k montre que le cercle (O) est déterminé pour 
OO; 

une valeur de À : son centre est le point qui divise le segment 0102 

dans le rapport k. Pour tout point M e (O) la relation imposée est 

vérifiée. 
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L'ensemble des points dont le rapport des puissances 
par rapport à deux cercles (O1) et (Os) est égal à k, est le 
cercle du faisceau déterminé par (Oil et (Os), dont le 
centre divise O10» dans le rapport k. 


EXERCICES 


226. Construire un cercle de centre O donné et appartenant à un faisceau 
donné par : 

19 Deux points de base A et B ; 

29 Deux points limites l et J ; 

39 Le point de contact et l'axe radical (A) (faisceau singulier) ; 

4? Un cercle (O") du faisceau et l'axe radical (A) extérieur à (O^). 


227. Construire un cercle (O) passant par un point donné M et appartenant à 
un faisceau donné par : 

19 Le point de contact A et l'axe radical (A) (faisceau singulier) ; 

29 Deux points de base A et B ; 

39 Deux points limites | et J ; 

49 Un cercle (O") du faisceau et l'axe radical (A) extérieur à (O°). 


228. Construire un cercle (O) tangent à une droite donnée (D) et appartenant 
à un faisceau donné par : 

19 Le point de contact A et l'axe radical (A) (faisceau singulier) ; 

29 Deux points de base et B ; 

39 Deux points limites | et J ; 

40 Un cercle (O") du faisceau et l'axe radical (A) extérieur à (O"). 


229. Construire un cercle (O^) tangent à un cercle donné (C) et appartenant 
à un faisceau donné par : 

19 Un cercle (O) et l'axe radical (A) extérieur à (O) ; 

29 Deux points de base A et B ; 

3° Deux points limites | et | ; 

4 Le point de contact A et l'axe radical (A) (faisceau singulier). 


230. Construire un cercle (O^) orthogonal à un cercle (C) donné et apparte- 
nant à un faisceau donné par un cercle (O) et l'axe radical (A). 


231. Construire un cercle (O) tangent à un cercle donné (C), à une droite 
donnée (D), et passant par un point donné A. 

Construire un cercle (O) tangent à une droite donnée (D") et à deux cercles 
donnés (A) et (C^). 


232. Construire un cercle (O) passant par deux points A et B et interceptant 
soit : 

19 sur une droite donnée (D) une corde MN de longueur donnée |. 

29 sur un cercle donné (C) une corde commune MN de longueur donnée I. 


233. On donne trois cercles d'un faisceau, de centres O1, Os, Os tels que Og 
soit le milieu de O1Os. 
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P étant un point quelconque de leur plan, démontrer la relation : 
2PP/(O2) = PP/(O1) + #PJ/(Os) 


234. Trois cercles (O1), (Os), (Os) ont leurs centres alignés. Quelle relation 
nl exister entre leurs rayons et les distances entre leurs centres pour que ces 
(mi cles appartiennent à un méme faisceau. 


235. Étant donné un segment fixe AB et un nombre arithmétique k variable 
montrer que l'ensemble des cercles d'Apollonius relatifs au segment AB est un 
Lu ceau. 

Montrer que l'ensemble des cercles capables de l'angle de droite (MA, MB) — 
: est un faisceau si « prend toute valeur deO à x. 


Comparer les deux faisceaux. 


236. On donne un triangle ABC, rectangle en A, de hauteur AH fixe ; les 
ummets B et C sont variables. H se projette orthogonalement sur AB en D, et sur 
^t en E. Montrer que le quadrilatère CBDE est inscriptible et que les cercles cir- 
conscrits à ces quadrilatéres forment un faisceau. 


237. On donne quatre points A, B, C, D alignés se succédant dans cet ordre. 
' n considére l'ensemble des cercles (C) passant par A et B, et l'ensemble des cercles 
(V) passant par C et D. Montrer que l'axe radical d'un cercle (C) et d'un cercle (T) 
:quetconques passe par un point fixe. 

Trouver le lieu des points de contact d'un cercle (C) et du cercle (T) qui lui est 
tangent, quand le cercle (C) varie. 


238. Soient, dans le plan, deux axes rectangulaires, Ox et Oy, sur chacun des- 
uels on choisit la méme unité de longueur. 


On donne l'équation : 
(Qm + 1y? + (m —3x -m = 0 
lans laquelle x désigne l'inconnue et m un paramètre. 


19 Aux racines x' et x" de cette équation correspondant à une valeur de m, on 


D 


asocie les points M' et M" de l'axe Ox tels que OM’ = x' et OM" = x” et l'on 
 onsidére le cercle (Q) de diamètre M'M”. 

a) P étant un point quelconque du plan, de coordonnées x et y, évaluer la puis- 
ance p de P par rapport à (Q) en fonction de m et des coordonnées de P. 

b) En déduire que l'on peut choisir P de maniére que p soit nul quel que soit m. 

c) Caractériser la famille des cercles (Q). 

29 a) A étant un point fixe de l'axe Oy, d'ordonnée a, montrer que les cercles 
i conscrits au triangle AM'M" appartiennent à un faisceau (F) que l'on caractérisera, 

b) Déterminer l'équation de l'axe radical du faisceau. 


239. On donne deux axes de coordonnées rectangulaires x'Ox, y'Oy, le point 
r 1 (3a, 0), la droite (D) d'équation y = a et le point M d'abscisse x, variable sur (D). 
Uni désigne par (O) le cercle de centre O et de rayon a 4/2, par (O°) le cercle de 
entre O' et de rayon a. 

19 Calculer en fonction de a et x les puissances P et P' du point M par rapport 
aux cercles (O) et (O5. 

Etudier les variations de z — P/P' quand M décrit (D). Graphe. 

Pour quelles positions de M le rapport z a-t-il une valeur donnée k ? Discuter 
Avant les valeurs de k. 
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29 On se place dans l'hypothèse où il existe deux points M’ et M” de (D) pou: 
lesquels z — k. Évaluer le rapport dans lequel le segment OO' est partagé par le 
point C de Ox qui a même abscisse que le milieu de M'M". Montrer que, pour toul 
point du cercle (C) de centre C qui passe par M' et M", le rapport des puissance 
aux cercles (O) et (O^) est égal à k. 

Comparer les axes radicaux des trois cercles (O), (O?), (C) pris deux à deux. 

Que peut-on dire des cercles (C) lorsque k prend toutes les valeurs compatibles 
avec l'hypothèse faite au début de cette question ? Y a-t-il d'autres cercles lieux di 
points dont le rapport des puissances par rapport à (O) et (O^) garde une valeur 
constante ? 

Tout point de l'axe Ox peut-il étre le centre d'un tel cercle ? 

30 Construire les points de Poncelet, | et J, du faisceau défini par (O) et (O^, 
Un cercle de diamètre MN est orthogonal aux cercles (O) et (O^). Comment peut-on 
utiliser les points | et | pour la construction graphique de N (M est donné). 

On projette | et J en l’ et J' sur (D) puis M et N en M' et N’ sur Ox. Montrer 
que IM et J'N' sont parallèles, ainsi que JM et I'N'. 

Évaluer, en fonction de NN’, la puissance de N par rapport au cercle circons. 
crit à IJJ, 


240. 1? On considère un faisceau de cercles déterminés par deux cercles fixes 
tangents en un point O. Sur un de ces cercles on prend deux points fixes A et B. On 
considére tous les cercles passant par A et B et tangents à un cercle du faisceau, 
Ensemble des points de contact M. 


29 On considère deux faisceaux de cercles déterminés le premier par l'axe 
radical (A1) auquel les cercles sont tangents au point O; sur cet axe, le second par 
l'axe radical (A2) auquel les cercles sont tangents en un point Og situé sur cet axe, 

Ensemble des points de contact des cercles du premier faisceau tangents aux 
cercles du second faisceau. 

30 On considère deux faisceaux de cercles : le premier donné par ses points de 
Poncelet lı et L1, le second par ses points de Poncelet la et La. Les droites lis et 
ləLə se coupent. Ces deux faisceaux sont supposés avoir un cercle commun (C). 

a) Montrer que bh, Li, la, La sont sur un méme cercle. 

b) Ensemble des points de contact des cercles du premier faisceau tangents aux 
cercles du second faisceau. 


3x? 


3x2 + 2x —1 

Construire son graphe (C) par rapport à un repère orthonormé (asymptotes, 
point d'intersection À de la courbe avec son asymptote parallèle à x'x, tangente en 
ce point). 

. 29 Soit (D) la droite d'équation y = k, où k désigne un nombre relatif donné. 
Étudier, suivant la valeur de k, le nombre de points communs à (D) et (C), d'abord 
d'aprés le graphique, ensuite par le calcul. 

k étant choisi de telle facon que (D) et (C) aient deux points communs, M et M', 
et H et H’ étant leurs projections sur l'axe des x, démontrer que le cercle (T) de 
diamètre HH' appartient, quel que soit k, à un méme faisceau (F) à points limites, 
ces derniers étant les projections orthogonales sur l'axe des x des points de (C) oü 
la tangente a une pente nulle. 

Que devient le cercle (T) quand k tend vers l'infini ? 

Vérifier que l'axe radical du faisceau (F) passe par le point A. Ce fait pouvait-il 
étre prévu ? 

39 Soit (A) la droite d'équation y — mx oü m désigne un nombre relatif donné, 
Montrer que (A) et (C) ont, en général, en dehors du point O, deux points communs 


241. 19 Étudier les variations de la fonction y — 
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t el P*. Démontrer que, N et N’ étant les projections de ces points sur l'axe des x, 
hı puissance du point O par rapport au cercle (y) de diamètre NN’ a une valeur 
:cdépendante de m. En conclure que le cercle (y) appartient, quel que soit m, à un 
mème faisceau (D) à points de base. Que devient le cercle (y) quand m tend vers 
l'infini ? En déduire l'existence d'un cercle commun aux faisceaux (F) et (D). Peuvent- 
i+ en avoir d'autres ? 


242. Soient deux points fixes A et A'. On désignera par (C) et (C^) deux cer- 
o, tangents à la droite AA” en A et A’ respectivement ; soient O et O’ leurs centres 
re pectifs. 

19 Démontrer qu'à tout cercle (C) on peut associer un cercle (C) qui lui est 
:4 thogonal. Écrire une relation entre la longueur AA” et les rayons des cercles (C) 
bei (C^. 

Dans tout ce qui suit, les cercles (C) et (C^) sont orthogonaux. 

29 Montrer que le deuxième point d'intersection de la droite OA' avec (C") est 
lı projection orthogonale de A sur OA”. 

Montrer que OA' et O'A se coupent sur l'axe radical des deux cercles (C) et 
Uu n). 
39 Lieu des points d'intersection M et N des cercles (C) et (C^). 

49 On désigne par (T) le cercle de diamètre OO’. Montrer que les cercles (T) 
ippartiennent à un faisceau à points limites, | et J, que l'on déterminera. 

59 Dans cette question, on suppose que le cercle (C) et le point A sont fixes, 
mais À’ n'est plus fixe sur la tangente en A au cercle (C). Les cercles (C) et (C^) 
"lant toujours orthogonaux et le cercle (C') étant tangent en AT à la droite AA”, 
'leterminer le lieu du centre de (C^. 


243. Soient deux points fixes distincts A et B. O désignant le milieu de AB, on 
pose OA = OB = a. On désigne par x'Ax et y'By deux axes parallèles fixes 
orientés dans le méme sens et respectivement perpendiculaires en A et B à la droite 
^n, 

Deux points M et N varient respectivement sur x'Ax et y'By de maniére que 
AM.BN = ħa? (à est un nombre relatif donné, différent de zéro). On désigne par 
t le milieu de MN et par (œw) le cercle de diamètre MN. 

19 Quelles sont les puissances des points A, B et O par rapport au cercle (œw) ? 
!^ontrer que les cercles (w) appartiennent à un faisceau fixe (F). Préciser, suivant les 

ileurs de 2, les positions des points de base ou des points limites de ce faisceau. 

29 Dans l'hypothèse où à est égal à l'unité, montrer que la droite MN reste 
lingente à un cercle fixe. 

39 On se place dans l'hypothèse où le faisceau (F) a des points limites distincts 
' et D. Lorsqu'elle n'est pas parallèle à AB, la droite MN coupe la droite AB en I. 
Un pose œ = (IO, IC) et B = (IO, lœ) ; œ et B sont des angles de droites. 

Montrer que IC? = IM.IN. Vérifier que le produit IM.IN sin?8 demeure cons- 
tant lorsque M et N varient. 


. [sin aj . 
Exprimer le rapport et? fonction de À. 
sin 


b Soit @ le symétrique de C par rapport à la droite MN. Montrer que le rapport 
- est indépendant des positions des points M et N. En déduire le lieu géométrique 


lu point o. 

49 On se place dans l'hypothése oü le faisceau (F) admet des points de base, E 
^ F distincts. Soit H la projection orthogonale de F sur la droite MN. Montrer que 
5 droites HA et HB sont perpendiculaires. Lieu de H, 


CHAPITRE 18 


POLAIRE D'UN POINT 
PAR RAPPORT A UN CERCLE 


1. Rappels du cours de Première. 


Division harmonique. 


Deux couples de points alignés, A et B, C et D forment une 


division harmonique si la relation E DÀ est vérifiée. 
CB DB 
On écrira (A, B, C, D) est harmonique 
ou bien (A, B, C, D = — 


On dit que les points C et D sont conjugués harmoniques par 
rapport aux points À et B, et réciproquement les points A et B 
sont conjugués harmoniques par rapport aux points C et D. 


Si l'on choisit une origine O sur la droite AB, et si l'on pose 
OA — a, OB = b, OC = c et OD — d, on montre que: 


(A, B, C, D) harmonique <> (a + b)(c + d) = 2(ab + cd) 
si l'origine O est le milieu du segment OA t. 


(A, B, C, D) harmonique <= OA? = OB? = OC.OD; 


si le point À est pris pour origine : 


(A, B, C, D) harmonique => E = + ; 
AB AC AD 


Faisceau harmonique. 


On appelle faisceau harmonique, un ensemble de quatre 
droites concourantes ou parallèles passant par les quatre points 
d’une division harmonique. 

On le note O.ABCD est harmonique 
ou bien (Di, Ds, Da, D4) harmonique. 
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Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un faisceau de 
4 droites concourantes soit harmonique, est que 3 des droites 
déterminent des segments égaux sur une parallèle à la quatrième. 

Un faisceau harmonique détermine une division harmonique 
sur toute sécante paralléle à l'un des rayons. 

Une condition nécessaire et suffisante pour que deux rayons 
conjugués d'un faisceau harmonique soient perpendiculaires, est 
qu'ils soient les bissectrices des angles des deux autres rayons. 


Polaire d'un point par rapport à deux droites. 


Deux points P et Q sont dits conjugués par rapport à deux 
droites (D1) et (D2) si ces deux droites déterminent sur la droite 
PQ une division harmonique. 

On appelle polaire d'un point P par rapport à deux droites (D1) 
ct (Da) l'ensemble des points conjugués du point P par rapport 
à ces deux droites. 

La polaire d'un point P, par rapport à deux droites (D,) et (Da) 
sécantes en O, est le rayon (D,) du faisceau harmonique 
(D, D,, OP, Di). 

La polaire d’un point P, par rapport à deux droites parallèles 
(Du et (Da est le rayon (D,) du faisceau harmonique 
(D, Da, D; D,) dans lequel le rayon (D;) est la parallèle à 
(Dier (D,) passant par P. 

Le point P est appelé pôle de la droite (Da) par rapport à (Di) 
ct (Dg). 

Si la polaire d'un point P par rapport à deux droites (Di) et 
(Dg) passe par un point Q, la polaire du point Q par rapport aux 
inémes droites passe par P. 


Quadrilatère complet. 


On appelle quadrilatére complet la figure formée par quatre 
droites (ou cótés) non concourantes trois à trois. 

Les points communs à deux cótés sont appelés sommets, et les 
droites, autres que les cótés, joignant deux sommets sont appelés 
diagonales. 

Dans un quadrilatére complet, chaque diagonale est divisée 
harmoniquement par les deux autres. 
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2. Définitions. 


Deux points P et Q sont conjugués par rapport à un 
cercle (O) si le cercle de diamètre PQ est orthogonal au 
cercle (O). 

Il résulte de cette définition et d'une propriété caractéristique 
des cercles orthogonaux (n° 16-2) que si la droite PQ coupe le 
cercle (O) en deux points E et E', la division (P, Q, E, E’) est 
harmonique. 

L'ensemble des points Q conjugués d'un point P par rapport 
à un cercle (O) est appelé polaire du point P par rapport à ce 
cercle. 


3. Détermination de la polaire d'un point par rapport à 
un cercle. 


Sila droite PO coupele cercle (O) en A et B et recoupe le cercle 
(PQ) en H, on sait que: 

(PQ) orthogonal à (O) <> (P, H, A, B) harmonique ou bien, 
si l'on appelle R le rayon du cercle (O) : 
(PQ) orthogonalà (O) <> OH.OP = R? 

Or l'angle inscrit PHQ est droit, 
donc H est la projection orthogonale 
du point Q sur la droite PO, et les 
cercles (PQ) et (O) sont orthogo- 
naux si, et seulement si, le point Q se 
projette orthogonalement sur la 
droite OP en H conjugué harmonique 
du point P par rapport à A et B. II 
en résulte que l'ensemble des points 
Q est une droite. 

La polaire d'un point P par rapport à un cercle (O) de 
rayon R est la perpendiculaire à la droite OP en H tel que 


OH.OP = Rš. 


Fig. 3. 


4. Position de la polaire. 


La relation OH.OP — R2 montre que OP et OH ont même 
signe donc qu’un point et sa polaire sont d’un même côté du 
centre du cercle. 
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e si OP > R, c'est-à-dire si le point P est extérieur au cercle 
(O) on aura OH < R, le point H est donc intérieur au cercle (O) 
(t la polaire (A) coupe le cercle. 

Dans ce cas, il existe deux tangentes au cercle (O) issues de P. 
Si T et T" sont les points de contact, les cercles de diamètre PT et 
I"I” sont orthogonaux au cercle (O) donc T et T’ appartiennent 
4 la polaire (A). 
e si OP — R, c'est-à-dire si P est un point du cercle (O), on 
aura OH = R, alors P et H sont confondus et la polaire du point 
l cst la tangente au cercle (O) en P. 
e si OP < R, c'est-à-dire si P est intérieur au cercle (O), 
on aura OH > R, la polaire du point P est extérieure au cercle 
(0). 
e si le point P tend vers O, OH — œ. 


(A) (A) (A) 
T (O) (©) O 
AN + €> | Y 
T 


Fig. 4. 


5. Propriétés de la polaire. 


Un cercle de diamètre PQ ortho- 
vonal au cercle (O) est aussi ortho- 
ponal au  cercle-point P, donc 
l'ensemble des centres œ des cercles 
(PQ) est l'axe radical de ces deux 
cercles (voir n? 16-3). 

D'autre part, Q est l'homologue Fig. 5. 
du centre œw dans l'homothétie (P, 2) par conséquent : 


La polaire d'un point P par rapport à un cercle (O) est 
l'homologue dans l'homothétie (P, 2) de l'axe radical du 
cercle (O) et du cercle-point P. 
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Construction de la polaire. 


Si l’on mène par le point P 
deux sécantes quelconques PAB 
et PA'B' au cercle (O), il existe sur 
ces sécantes deux points Q et Q' 
conjugués du point P par rapport 
au cercle (O) et ces points appar- 
tiennent aussi à la polaire du 
point P par rapport aux droites AA' 
et BB'; on sait construire cette 
polaire: elle passe par les points communs aux droites AA' et 
BB’, AB’ et A'B respectivement (cours de première). 


7. Réciprocité polaire. 


D'aprés la définition de la polaire d'un point : 

P et Q conjugués <> P appartient à la polaire de Q 

P et Q conjugués <> Q appartient à la polaire de P. 

Ces trois propriétés étant équivalentes, il en résulte : 

1) Si un point P appartient à la polaire d'un point Q par rapport 
à un cercle, le point Q appartient à la polaire du point P par rap- 
port à ce cercle. Cette propriété est appelée réciprocité polaire. 

2) Si un point décrit une droite, sa polaire tourne autour du 
póle de cette droite. 

3) Si une droite tourne autour d'un point, son póle décrit la 
polaire de ce point. 


8. Droites conjuguées par rapport 
à un cercle. 


On appelle droites conjuguées par 
rapport à un cercle deux droites dont 
les póles sont conjugués. 

Il résulte de la réciprocité polaire que 
si deux droites sont conjuguées par rap- 
port à un cercle, chacune passe par le 
póle de l'autre par rapport à ce cercle. 
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Inversement, si l'une des droites passe par le pôle de l'autre, 
lcs deux pôles sont conjugués, donc les droites sont elles-méme 
vonjuguées par rapport au cercle. 


9. Applications. 


Pour montrer que plusieurs points sont alignés, il suffit de 
montrer : 
e soit qu'ils sont conjugués d'un méme point par rapport à un 
mème cercle ; 
e soit que leurs polaires sont concourantes. 


Pour montrer que plusieurs droites sont concourantes, il suffit 
de montrer : 
e soit que leurs pôles par rapport à un même cercle sont alignés 
«ur une même droite ; 
e soit qu'elles sont conjuguées d'une méme droite par rapport à 
un méme cercle. 


10. Triangle conjugué ou triangle autopolaire. 


On appelle triangle conjugué ou triangle autopolaire 
un triangle dont chaque côté est la polaire du sommet 
opposé par rapport à un cercle. 


Construction et existence. 


Soit un cercle (O), un point 
l'a et sa polaire (Aj). Tout 
point Po de la droite (A1) a 
ponr polaire une droite (Ag) 
passant par P4 d’après la réci- 
procité polaire. 

La droite P1P2 a pour pôle 
le point P, intersection de (A1) 
rt (Ag) et le triangle P1P2P, est 
conjugué. 

OP; et OP» sont respecti- 
vement perpendiculaires aux Fig. 10. 
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côtés (A1) et (As) en Hi et Ha ce qui montre que O est l'orthocentre 
du triangle ; cet orthocentre est extérieur au triangle puisque l'on 
sait que le póle et sa polaire sont d'un méme cóté du centre du 
cercle, donc le triangle est obtusangle. 


Réciproquement, tout triangle obtusangle PPP, est 
conjugué par rapport à un cercle (unique) ayant pour 
centre l'orthocentre, en effet : 

P4H4H3P» inscriptible <> OP1.0H1 = OP;.0H» 

P1H1H3P3 inscripüble <> OP;.OH; = OP3.OH3 
si le triangle est obtusangle, O est extérieur au triangle et 


OP,.OH, > 0 et alors il existe un point R (unique) tel que 
R? = OP,.0H, 
Op: OH, = R? 
PoP3 | OH: 


et ainsi pour chaque sommet qui est le pôle du côté opposé par 
rapport au cercle (O, R). 


| = P; est le pôle de P2P3 


11. Probléme. 


On appelle quadrangle harmonique un ensemble de 4 points 
A, B, C, D d'un cercle (O), tel que les droites AB et CD soient conjuguées 
par rapport à ce cercle. 

Montrer que, quel que soit le point S du cercle, si le quadrangle 
ABCD est harmonique le faisceau S. ABCD est harmonique. 


Soit P le póle de la droite AB par 
rapport au cercle (O) passant par A, B, 
C et D et soit M l'intersection des 
droites AB et CD : les points P et M 
sont conjugués par rapport au cercle 
(O) donc la division (P, M, C, D) est 
harmonique et le faisceau. A.PMCD 
est harmonique. 

P étant le póle de AB, la droite AP 
est tangente en A au cercle (O) donc: 

(AB, AP) = (SB, SA) mod. x 
or on a aussi : 

Fig. 11. (AB, AC) — (SB, SC) 
. : (AB, AD) — (SB, SD) 
ces trois égalités montrent que les faisceaux A.PBCD et S.ABCD sont 
superposables donc que le faisceau S. ABCD est lui-même harmonique. 


Nous laissons au lecteur le soin d'établir la réciproque à titre d'exercice. 
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EXERCICES 


244. On donne deux cercles (O) et (O^). S étant l'un de leurs centres d'homo- 
'lu lie, démontrer que les polaires de S par rapport aux deux cercles (O) et (O") 
ut équidistantes de l'axe radical de ces deux cercles. 


245. Construire un cercle (C) passant par un point donné A et tel que la 
I nre d'un point donné P par rapport à ce cercle soit une droite donnée (D). 


246. Construire un cercle (C) tangent à une droite donnée (D) et tel que la 
pelure d'un point donné P par rapport à ce cercle soit une droite donnée (A). 


247. Ensemble des points A et B conjugués par rapport à trois cercles (O1), 
orl et (Og). 


248. Montrer que dans un triangle ABC inscrit dans un cercle (O), la droite 
iV symétrique de la médiane AM par rapport à la bissectrice AD passe par le pôle P 
l la corde BC par rapport au cercle (O). 


249. On donne un cercle (O) de diamétre AB et un point P sur la droite AB ; 
tı polaire (A) de P par rapport à (O) coupe le diamètre AB au point Q. Par le point 
l'un mène la sécante PCD qui coupe le cercle (O) en C et D ; les points C et D se 
mojettent en E et F sur le diamètre AB. 

19 Montrer que, par rapport au cercle de diamétre PQ, la droite EC est la 
volaire de F, la droite DF est la polaire de E. 

29 Déterminer la sécante PCD de telle maniére que le segment EF ait une lon- 
“eur donné I. 


250. Le cercle inscrit dans le triangle AOB rectangle en O touche les côtés 
' ^, AB et OB aux points C, D et E respectivement. Du point C on abaisse la per- 
i" liculaire CP sur DE. Montrer que l'angle OPA est droit. 


251. 19 D'un point P on méne une sécante quelconque PAB au cercle (O) et 
la droite (D) perpendiculaire à OP en P. Montrer que les tangentes en A et B cou- 
penl la droite (D) en deux points M et M’ équidistants du point P. 

29 On donne un cercle (O) et un point P extérieur au cercle ; du point P on 
menc les tangentes PA et PB au cercle (O). On trace le diamètre AOC et du point B 
un mène BD perpendiculaire à ce diamètre. Montrer que la droite PC passe par le 
nlieu du segment BD. 


252. Oninscrit dans un cercle (O) un quadrilatére ABA'B' dont la base AB est 
i^e ct le côté A'B’ est variable. Les diagonales AA’ et BB' se coupent en E et les 
otís AB! et A'B se coupent en F. Montrer que la droite EF passe par un point fixe. 


253. On donne un cercle fixe (O), un point fixe P et une sécante variable PAB 
wi cercle (O). M étant un point fixe, MA et MB recoupent le cercle en A' et B’. Mon- 
tiri que la droite A'B' passe par un point fixe quand PAB tourne autour de P. 


254. Un point M mobile décrit le cercle (O) circonscrit à un triangle ABC. La 
plaire de M par rapport à AB et AC recoupe le cercle en M’. Montrer que la droite 
I I 1* passe par un point fixe et que son pôle décrit une droite fixe, 


255. On donne un triangle ABC circonscrit à un cercle (O) et A’, B’, C' les 
mants de contact. Les bissectrices des angles B et C coupent B'C' en D et E, et les 
lotes BE et CD se coupent en I. Montrer que IO est perpendiculaire à BC. 
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256. Les bissectrices intérieures d'un triangle ABC recoupent respectivement 
le cercle circonscrit aux points A', B', C'. Montrer que les couples de tangentes en 
A et A', en B et B', en C et C' se coupent en trois points alignés. 


257. On donne un triangle ABC, les points de contact œ, B, y des côtés BC, 
CA, AB et du cercle inscrit (O), les points de contact o, B', y' de ces côtés et du 
cercle (O^) exinscrit dans l'angle A. «O coupe BY en M et «'O' coupe B'y' en M’, 
Montrer que les points A, M, M' et le milieu | de BC sont alignés. 


258. On donne trois cercles (O), (O^, (O") dont les centres ne sont pas alignés. 
Ensemble des points P dont les polaires par rapport à ces trois cercles sont cone 
courantes, 


259. Dans le plan d'un cercle (O) on donne trois points A, B et C. Construire 
deux sécantes AMN et AM'N' issues de A telles que MM’ passe par B et que NN" 
passe par C. 


260. On donne dans un plan un point fixe A, un cercle (O) et un diamétre 
mobile MN de ce cercle. Les droites AM et AN recoupent le cercle en M' et N'. Les 
droites MN' et M'N se coupent en E et les droites MN et M'N' en F. 

19 Ensemble des points E. 

29 Montrer que le cercle AMN passe par un point fixe. 

3e Montrer que la droite M'N’ passe par un point fixe. 

49 Montrer que le cercle AM'N' passe par un point fixe. 


261. On donne un cercle (O), un point fixe A de ce cercle et une corde BC se 
déplagant parallélement à une direction (8). 


19 Montrer que la polaire par rapport au cercle (O) de l'orthocentre H du 
triangle ABC passe par un point fixe P. 


29 Ensemble des points P lorsque A décrit le cercle (O). 


262. On donne deux cercles fixes (O) et (O^) et un cercle variable (M) tangent 
à (O) en I et orthogonal à (O^) qu'il coupe en H et K. Soient P l'intersection de HK 
et IO”, Q l'intersection de HK et de la tangente en | aux cercles (O) et (M) ; IO 
recoupe le cercle (M) en N. 

19 Lieu du point Q. Déterminer sa polaire par rapport au cercle (M) et par 
rapport au cercle (O^). En déduire que la droite MP passe par un point fixe. 

29 Montrer que la droite MN passe par un point fixe. 

30 Montrer que le cercle (M) est tangent à un deuxième cercle fixe. 


263. On donne un cercle (O) de diamétre AB et un point | de la droite AB 
extérieur au cercle (O). On méne une tangente IP et une sécante ICD puis on joint 
C et D au point M diamétralement opposé à P. 

19 Montrer que les droites MC et MD coupent AB en des points E et F symé- 
triques par rapport au point O. 

29 Réciproquement, étant donnés un cercle (O), un diamétre AB et sur ce dia- 
métre deux points E et F symétriques par rapport à O, on joint E et F à un point 
quelconque M du cercle (O) ; les droites ME et MF coupent le cercle en C et D. Soit 
P le point diamétralement opposé à M, montrer que la droite CD et la tangente en 
P se coupent sur la droite AB. 

30 Étant donnés un cercle (O), un diamètre AB et une corde CD, construire 
un point M situé sur le cercle et tel que les droites MC et MD rencontrent le dia- 
mètre AB en des points E et F symétriques par rapport à O. 
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264. On donne dans un plan un point fixe O. Soit (C) un cercle variable de ce 
plan, de centre | et de rayon égal à Ol/2. On désigne par (A) la polaire de O par 
(apport à (C), par J le point d'intersection de (A) avec OI. 


10 Évaluer le rapport OOJ 

20 On suppose que (A) passe par un point fixe A. 

a) Montrer que (C) reste orthogonal à un cercle fixe. 

b) Ensemble des points |. 

c) Ensemble des points communs à (A) et (C). 

39 On suppose que (C) passe par un point fixe B. Ensemble des points | et J. 

49 Construire (C) connaissant un de ses points, B et un point A de (A). Montrer 
ue si V est le symétrique de O par rapport à B, la condition de possibilité est : 
[^V — AO| < OB. 


265. On donne un cercle (C) de centre O et de rayon R, et une droite (D) 
“-térieure à ce cercle. P étant un point quelconque de (D), on considère les deux 
lwimothéties de centre P transformant respectivement le cercle (C) en deux cercles 
(t 1) et (C2) dont les centres O4 et Os sont sur le cercle (C). 

19 Démontrer que les cercles (C1) et (C2) sont tangents et que la tangente en 
leur point de contact passe par un point fixe F lorsque P varie sur (D). On posera 
UN = d. 

20 Soient A et B les extrémités du diamètre du cercle (C) passant par F et soit 
| un point fixe du cercle (C). On choisit les notations de façon que Ou soit sur le 


gn ~ 

‘-mi-cercle AIB. On posera OFI = œ et OFO1 = 8. 

On désigne par T la projection orthogonale de F sur la droite OO; et par K la 
projection orthogonale de O1 sur la droite FI. 

Exprimer le rapport FK/FT en fonction de R, d, a, 0. On pourra commencer 
par exprimer FK et FT en fonction de FO; et des données. 

Pour quelle valeur de x ce rapport reste-t-il constant lorsque 0 varie ? Quelle 
! t alors la valeur de ce rapport ? 

30 L'angle œ ayant la valeur précédemment trouvée, démontrer que le cercle 
(( 1) coupe la droite FI en deux points P et Q. Exprimer FP et FQ en fonction de FK 
‘1 FT. (On suppose FP < FQ). Démontrer que FP/FQ reste constant lorsque O1 
arie sur (C). 


266. Soient (O) un cercle fixe de centre O et de rayon r, AB un diamétre fixe 
‘le ce cercle, (D) la tangente au cercle (O) au point A et (A) la tangente au cercle (O) 
wi point B. Une sécante variable issue de B coupe (D) en P et (O) en R. La droite AR 
‘oupe (A) en Q. Soit M le milieu de AP. 

19 Montrer que MR est tangente en R au cercle (O). Quelles sont les polaires 
Jh points M et Q par rapport au cercle (O) ? 

Établir que le cercle (T) de diamètre MQ est orthogonal à (O). 

29 On appelle F et F’ les extrémités du diamètre de (O) perpendiculare à AB. 
l lontrer que (T) est orthogonal à tout cercle passant par F et F”. Quelle est la tan- 
nte en M au cercle circonscrit au triangle MFF’ ? 

3e MQ coupe BP en S et AB en T. 

Montrer que S et T sont conjugués harmoniques par rapport à M et Q et que le 
cle circonscrit au triangle SFF’ passe par T. 


267. Soient quatre points A, B, C, D situés sur un cercle (T) de centre O et 
tels que M étant un point de (T), le faisceau M.ABCD soit harmonqiue. 

19 Montrer que si la propriété est vraie pour M, elle est vraie pour tout autre 
point M’ du cercle (T). Que devient, en particulier, cette propriété si M' est con- 
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fondu avec l'un des points À, B, C ou D ? Montrer que les droites AB et CD sont 
conjuguées par rapport au cercle (T). Réciproque. 
CA DA 
Démontrer que l'on a : — = —. 
CB DB 
29 Soient ! le milieu de AB, E et F les points de rencontre de la médiatrice de 
AB avec le cercle (T). Montrer que CE et CF sont les bissectrices des angles formés 
par les droites CD et CI. 
30 Montrer que : 
a) IC et ID sont symétriques par rapport à AB. 
b) 1A? = IC.ID. 
c) l'angle CID est double de CAD (si A et ! sont d'un même côté de CD). 


49 Soit H le point de rencontre de AB et CD. 
> HC IC AC \ 2? BC 4? 
Démontrer les égalités ; => = — = (=) = (s. 
HD ID AD BD 
59 Soit J le milieu de CD. Établir la relation IC + ID = JA + JB. 


268. Deux cercles fixes inégaux (O) et (O") dont les centres sont respective- 
ment O et O' sont tangents extérieurement en A. Leur axe radical est (D). Un cercle 
variable (C) dont le centre est désigné par C est tangent en M à (O) et en M’ à (O^). 

19 Montrer que MM’ passe par un point fixe P et que le pôle K de (D) par rap- 
port à (C) est sur la droite MM'. 

29 Soit H la projection orthogonale de C sur (D). HM et HM' coupent la droite 
OO" respectivement en | et l’. Montrer que l et |“ restent fixes quand (C) varie. 

39 (D^) est une droite quelconque passant par P. Soient B et B' les póles de 
(D") par rapport à (O) et (O') respectivement. Montrer que le milieu du segment 
BB' se trouve sur (D). 


CHAPITRE 19 


TRANSFORMATIONS PONCTUELLES 
GÉNÉRALITÉS 


1. Définition. 


Si à un point M donné, on associe par une loi détermi- 
née, un autre point M', on définit une transformation 
ponctuelle, 

Les points M et M' sont dits points homologues ou M' est 
dit transformé de M. 

Si un point Mo est son propre transformé, on dit que Mo est 
un point double ou un point invariant dans la transformation. 

Si, quel que soit M, M' coincide avec M, la transformation est 
dite transformation-identique. 


Exemples. 
1. Soit un point fixe O. A tout point M faisons correspondre le point 


M' tel due ON = ROM [Homothétie #(O, El où k est un nombre réel 
non nui. 


Un point double Mo est défini par la relation : 
—— —— —— > 
OMo = k.OMo ou (1 — k)OMo = O. 
Ce qui exige : 
e Sik +1, OMo = Ò. Le point O est donc le seul point double ; 


—— —— 
= € Sik = l, ona: OM' = OM. Tout point M est son propre trans- 
formé. L'homothétie est alors la transformation identique. 


2. Considérons la transformation T (appelée involution) qui, à tout 
point M. d'abscisse x situé sur un axe, associe le point MI d'abscisse x’ de 
cet axe de sorte que x et x' soient liés par la relation : 


axx' + b(x + x) + c = 0, (1) 
(a, b, c sont des constantes). 
M est un point double si x' — x, donc si x est racine de l'équation : 
ax? + 2bx + c = O. 
Si le point M décrit une figure (F), le point M' décrit une 
figure (F') dite homologue ou transformée de (F). 


8 
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Une transformation ponctuelle 'T définit donc une applica- 
tion d'un ensemble (F) de points de l'espace dans un ensemble 
(F^) de points. 

Si dans la transformation 'T, tout point de (F) a un transformé 
et un seul de (F^) et si tout point de (F") est le transformé d'un 
seul point de (F), la transformation est une bijection. 

Il existe alors une application inverse de (F^) sur (F) qui est 
dite transformation réciproque. 


2. Transformation réciproque (ou inverse) d'une trans- 
formation. 


Soit une transformation 'T qui transforme le point M en un 
point M’. 

On appelle transformation réciproque de la transfor- 
mation T, la transformation T~ qui transforme AM en M. 


Exemple. 
Dans l'exemple 1 du n? 1 (k = 1), la transformation T est 
— — 
l'homothétie #(0, k), elle est définie par OM’ = k.OM. La trans- 


formation réciproque T- est celle qui transforme M’ en M, elle 


est définie par : — 1 — 
OM = Ë OM'. 


T-1 est donc l'homothétie #71 (0, 1/4). 


3. Transformations involutives. 


Une transformation est involutive si elle coïncide avec 
sa réciproque. 


Autrement dit, une transformation sera dite involutive si la loi 
qui transforme un point M en un point M’, transforme aussi M’ 
en M. 


Exemples. 
19 L'homothétie sera involutive si : À = 1/k donc si k = + 1 
(transformation identique) ou k — — 1 (symétrie de centre 0). 


29 Dans la relation (1) du n? 1, il est évident que l’on peut per- 
muter x et x’. Autrement dit au point M’ d'abscisse x, la relation 
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(1) associe le point M d'abscisse x. La relation (1) définit donc une 
transformation involutive. 


4. Produit de deux ou plusieurs transformations. 


a) Produit de deux transformations dans un ordre 
donné. 


Soient une première transformation Tı qui transforme une 
ligure (F) en une figure (F1) et une deuxième transformation T2 
qui transforme (F1) en (F2), la transformation unique T qui trans- 
lorme (F) en (F2) est appelée transformation-produit de la 
première transformation T; par la deuxième T» ou, plus 
brièvement, transformation-produit. 


Pour indiquer que la figure Fi est la transformée de F par la 
transformation Tı on écrira : 
F1 = T1(F). 
La figure Fs étant la transformée de F1 par T2, on écrira donc : 
Fo = T2(F1) = Te[T1(F)]. 
To x Tı est alors le produit de la première transformation Ti 


par la seconde T2 et on est amené à écrire les transformations suc- 
cessives de droite à gauche. Donc : 


T = Te x Tı. 

T-1 désignant la transformation réciproque d'une transfor- 

mation T et I désignant la transformation identique, on a donc: 
T= x T = Í. 
Si T est une transformation involutive nous écrirons : 
Tx T= F ou T2— I. 

En général, le produit de deux transformations n'est pas com- 

mutatif car la transformation produit dépend de l'ordre des 


transformations composantes (le cours en donne de nombreux 
exemples). 


b) Produit de plusieurs transformations dans un ordre 
donné. 


Soient z transformations : Tı, To, Tg, ..., Tn. 
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Transformons 

une figure (F) en (F1) par la transformation Ti, 
puis (F1) en (F2) par la transformation T2, 
puis (Fo) en (F3) par la transformation T;. 


(Fa. 1) en (Fn) par la transformation Tn. 


La transformation unique T qui transforme (F) en (Pal est 
appelée transformation produit des n transformations ou 
plus briévement, transformation produit. 

Nous écrirons symboliquement : 

TE. X Doc Tee Tr. 


Le produit de z transformations peut encore se représenter par 
le schéma suivant : 


Tı T2 T3 Tha 
g (Fi) 9» (F2) > (F3) ... (Fn1) X 
— ss 


Remarque. — Le produit de deux transformations successives 


n'est pas commutatif en général, il importe de faire le produit des 
n transformations dans l'ordre indiqué. 


5. Associativité du produit de n transformations. 


Par définition de la transformation produit, on peut transfor- 
mer (F) en (F3) en transformant d'abord (F) en (F2) par la trans- 
formation produit : T” = T2 x T; puis en transformant Fs en Fs 
par T3. 

Le produit des # transformations s’écrira donc : 

T = Tr X ... X T3 X T' = Tn X ... X Ts x (T2 x T1). 


On peut aussi transformer (F) en (F3) en transformant d’abord 
F en F, par T,, puis F; en F, par la transformation produit 
T" = T; X Ts Donc: 

T = Ta X ...X T x Tı = T, X ... x (Ts x Ta) x Ti 

Deux transformations consécutives peuvent donc être rempla- 
cées par leur produit et, inversement une transformation peut être 
remplacée par deux autres dont elle est le produit. 
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Théorème. Le produit de plusieurs transformations est 
associatif. 


6. Groupes de transformations. 


Un ensemble de transformations muni de l'opération pro- 
duit est un groupe si : 

19 Le produit de deux transformations de l'ensemble 
appartient à l'ensemble (opération interne). 

29 La transformation identique appartient à l'ensem- 
hle (élément neutre). 


39 Toute transformation de l'ensemble admet une 
transformation réciproque qui appartient à l'ensemble 
(existence de l'élément symétrique). 


N. B. — Il est entendu que le produit de plusieurs trans- 
lormations est associatif (n9 5). 


EXERCICES 


269. On désigne par T la transformation qui, à un point M d'abscisse x situé 
ur un axe x'Ox, associe le point M’ de x'Ox d'abscisse x’ = ax + b où aet b sont 
‘es nombres réels (a zz 0). A chaque couple (a, b) correspond une transformation T . 

19 Trouver les points doubles de la transformation T. 

Quelle est la transformation réciproque T -1 ? Dans quels cas la transformation 
l est-elle involutive ? 

29 Montrer que, a et b décrivant l'ensemble des nombres réels (a Z O), l'en- 
«mble des transformations T est un groupe commutatif. 


270. A tout point M d'un axe x'Ox, d'abscisse x, on associe le point N de cet 


«axe d'abscisse y = 


ax A 
> a étant un paramëtre. 


1 
19 Que peut-on dire de cette transformation dans le cas a => ? 


1 
On suppose dans la suite a = ER 


29 Pour quelle position de M le point N est-il rejeté à l'infini sur x'Ox ? Soit 
I cette position. Pour quelle position de N le point M est-il à l'infini sur x'Ox ? 
bort No cette position. 

39 Quelles sont les abscisses des points doubles P et Q ? Calculer l'abscisse 
lu point |, milieu de PQ. 

49 Montrer que l'on peut choisir a de telle facon que, quels que soient M et N 


homologues dans la transformation, on ait : IM.IN = k. Calculer a et k. Que peut- 
on dire des points M, N, P, Q? 
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59 Les points P et Q peuvent-ils être confondus ? 


271. Étant donné un systéme d'axes orthonormé Ox, Oy, on appelle T la 
transformation ponctuelle qui, au point M de coordonnées x et y (xy = 0), associe 
le point M' de coordonnées : 

2 2 


a a 
X= = ety = E (a longueur donnée). 


A. 19 Montrer que la transformation T est involutive et qu'elle admet quatre 
points doubles. 

29 Montrer que les droites OM et OM’ sont symétriques par rapport aux bis- 
sectrices des droites Ox et Oy. 

30 Soient P et Q les projections de M sur Ox et Oy, P' et Q' celles de M'. 

Montrer que P et P' d'une part, Q et Q' d'autre part sont conjugués par rapport 
au cercle (C) de centre O et de rayon a. 

En déduire que PQ et P'O' sont les polaires respectives de M' et M par rapport 
au cercle (C). 

49 PQ et P'Q' se coupent en |, Montrer que MM' est perpendiculaire à Ol. 


B. Dans toute la suite du problème, M décrit la parabole (P) d'équation : 
ay = xà. 

19 Calculer, en fonction de l'abscisse x de M, les coordonnées de M’. En déduire 
que la parabole (P) est globalement invariante dans la transformation T. 

29 Montrer que la droite MM’ passe par le point fixe J(O, — a). 

En déduire l'ensemble des points l. 

39 La parabole (P) passe par deux des points doubles de la transformation T. 
Montrer que les tangentes en ces deux points à la parabole passent par J. 

49 Montrer que les droites JP et OM' sont paralléles ainsi que JP' et OM. 

(Bacc. Antilles, 1960). 


CHAPITRE 20 


FIGURES ÉGALES 
FIGURES ISOMÉTRIQUES 
TRANSLATION 


I. FIGURES ÉGALES — DÉPLACEMENTS 


On a vu, en Géométrie élémentaire, la définition des triangles 
egaux, des polygones égaux etc. Il est possible d'en donner une 
définition plus générale, à l'aide des transformations. 


1. Figures planes directement égales. 


Soit (F) une figure d'un plan 
orienté (P), A et B deux points 
donnés de cette figure ` soient A’ et 
B' deux points du plan tels que : 

AB = A'B'. 

Si à tout point M de la figure 
(F), on fait correspondre un 
point M' tel que 


-> — _ — 
(AB, AM) = (A'B', A'M') 
et AM = A'M' 
l'ensemble des points M' est une 
ligure (F') directement égale à la 
ligure (F). 

Si, par un glissement dans le 
plan, on amène AB à coïncider avec 
VB, AM prend la direction de A'M’ 
ct M vient en M'. 


M L4 
A 
e 
B 
M 
(E) 
A B 


Fig. 1. 


Leurs éléments homologues (angles, segments, triangles...) sont 


égaux deux à deux et de méme sens. 
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Cette transformation est appclée: déplacement dans le 
plan. 


Remarques. 1° La figure (F) étant donnée, la figure (F") 
égale à (F) sera déterminée si on connaît les homologues A’ et H 
de deux points donnés A et B de (F) (la condition AB — A'B' 
étant réalisée). Les couples de points (A, B) et (A', B^) sont appelés 
bases des figures directement égales (F) et (F"). 

29 Si, dans un déplacement plan, deux points homologues A 
et A' coincident ainsi que deux autres points homologues B et B', les 
figures homologues (F) et (F^) coincident car tout point M de (F) 
coincide avec son homologue M’. 


2. Figures planes inversement égales. 


Soient (F) une figure plane d'un plan orienté (P), A et B deux 
points donnés de cette figure, A', B' deux points du plan (P) tels 
que 
A AB — A'B'. 

Si à tout point M de (F), on 
fait correspondre un point M' 


g tel que 
-> — — => 
(AB, AM) = (AB, ATM) 
M et AM = A'M' 


l'ensemble des points M' est 
une figure (F') inversement 
égale à la figure (F). 


Les deux figures (F) et (F") 
A ne sont pas superposables par un 
Fig. 2. mouvement effectué dans le plan. 


3. Figures égales dans l'espace. 


Soit (F) une figure de l'espace ; A, B, C trois points donnés 
non alignés de cette figure, A', B', C' trois points tels que : 


AB = AB, BC— BIC, CA =A. 
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A tout point M de la figure (F) faisons s cortespondre un 
point M' tel que : 


a) les diédres orientés (C, AB, M) et (C', AB, M') 
soient égaux ; 

b) AM = AM' et BM = BA, 

L'ensemble des points M' ainsi défini est une figure 
(l) égale à (F). 


E A 


Wi 


Fig. 3. 


Cette transformation est appelée: déplacement dans 
l'espace. 


La superposition des triangles égaux ABC et A'B'C' amène en 
perp g g 


— —— 

coincidence les diédres (C, AB, M) et (C', A'B', M’) ainsi que les 
points M et M’. 

Remarques. 

1° La figure (F) étant donnée, la figure homologue (ET) égale 
à (F) sera déterminée si on connait trois points non alignés A, B, 
C de (F) et leurs homologues A', B', C’ de (ET) (les conditions 
AB — A'B', BC — B'C', CA — C'A' étant réalisées). Les deux 
ensembles de points (A, B, C) et (A', B', C') sont appelés bases des 
deux figures égales (F) et (F). 

20 Si, AT, B', C coincident respectivement avec À, B, C les 
figures égales (F) et (F') coincident. 
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En résumé: Toute transformation ponctuelle qui fait 
correspondre à une figure (F) une figure égale (F') est un 
déplacement. En géométrie plane, (F) et (F^) doivent être direc- 
tement égales. 


4. Groupe des déplacements. 


L'ensemble des déplacements est un groupe. 


En effet : 

1? Le produit de deux déplacements est un déplacement 
car si (F1) est la transformée de (F) dans un déplacement (d1) et 
(F2) la transformée de (F1) dans un déplacement (d2), (F) et (F2) 
égales à (F1) sont elles-mémes égales et se correspondent dans un 
déplacement. 

20 La transformation identique qui laisse invariante point 
par point toute figure (F) est un déplacement. 


39 Tout déplacement admet un déplacement réciproque 


— — 
dans lequel le vecteur AB sera l'homologue du vecteur A'B' en 
géométrie plane, et le triangle ABC l'homologue du triangle A'B'C' 
en géométrie dans l'espace. 


Il. FIGURES ISOMÉTRIQUES — ANTIDÉPLACEMENT 


5. Figures isométriques. 


Définition. — Deux figures sont dites isométriques 
lorsqu'elles se correspondent point par point de manière 
que la distance de deux points quelconques de l'une soit 
égale à la distance des points homologues de l'autre. 


6. Antidéplacement. 


Définition. — Un antidéplacement est une transfor- 
mation ponctuelle qui transforme une figure quelconque 
en une figure isométrique mais non égale. 

Exemple : la transformation qui a servi à définir deux figures 
inversement égales dans le plan est un antidéplacement. 
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7. L'égalité des figures et l'isométrie sont des relations 
d'équivalence. 


L'égalité des figures est une relation d'équivalence. En effet, 
c'est une propriété : 
e réflexive : (F) est égale à elle-méme ; 
e symétrique : (F1) égale à (F2) = (F2) égale à (F3) ; 
e transitive : (F1) égale (F2) et (Fa) égale (F3) => (F1) égale (F3). 
On vérifiera de la méme maniére que l'isométrie est une rela- 
tion d'équivalence. 


III. TRANSLATION 
8. Définition. 
= —> 
Étant donné un vecteur V, = 


si, à un point M on fait corres- V 


pondre un point M' tel que 
—— —- < 
MM! = V 
on définit une transformation A 
ponctuelle appelée translation. M M 


e 
Le vetteur V est le vecteur trans- 
lation. = 
Une translation de vecteur V se dé- (E) (F) 
signe en abrégé par translation (V) Fig. 8. 
ou Tr(V). 
Si M décrit une figure (F), M’ décrit une figure (F^) homologue 
de (F). 
La transformation réciproque est la translation de vecteur — V. 
La translation n'est pas une transformation involutive. 


-> 


Une translation de vecteur V non nul n’admet pas de point 
double. 


9. Propriétés de la translation. 


a) Soient A et A', M et M'deux couples de points homologues 
de deux figures (F) et (F'), déduites l'une de l'autre par la trans- 


lation V. 
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v 


__ EN 
= MM' = V. 
On peut ce 
AM = AA TA AM + M'M M 
AM = V Vë A AM — == V. 
Donc AM = AM. 


Fig. 9. 


Dans deux figures déduites l’une de l'autre par trans- 
lation, deux vecteurs homologues sont équipollents. 


Réciproquement : soient deux figures (F) et (F^), A et A’ 
deux points donnés de (F) et (F’). Supposons qu'il existe une 
correspondance biunivoque entre les points M de (F) et les points 


— — 
M’ de (EI) telle que: AM = A'M’. (1). 
On peut écrire : 
— — — — 
MM' = MA + AA' + A'M'; 
=e ——> => 
or, MA + A'M' = 0 d’après (1) 
_ >> — 
d’où MM! = AA’. " 
On peut donc passer de (F) à (F) par la translation AAT, 


Une condition nécessaire et suffisante pour que deux 
figures (F) et (F') se correspondent dans une translation 
est que les vecteurs homologues soient équipollents. 


Cette propriété est caractéristique de la translation. 


10. Produit de plusieurs translations. 


Soient " translations dem vecteurs Yi, Vs, TT Va. Dans la 
translation Vi un vecteur MN de la figure (F) 2 a pour homologue 
le SEN M.N; de la figure (F1), etona: MN = MiN. 

Më étant l'homologue de MIN: dans la translation Ys 


MNs étant homologue de MN: dans la translation Vs 
etc., on a : 


= y ——- —— FERRA 
MN = MiNi = Ma: La... =" M, Nn. 
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—— —— 
Donc: MN = M4N;. 


Deux vecteurs homologues quelconques de (F) et (F4) étant 
“quipollents, on peut transformer (F) en (Fn) par une translation. 


——- —— — — 
D'autre part: MM; = MM: + MiMes + ... + Ma Ma 
—— — — — 
MM, = Vi + V2 +... + Va. 


Théorème. — Le produit de plusieurs translations est 
une translation dont le vecteur est la somme géométrique 
des vecteurs définissant les translations. 


Une somme vectorielle étant commutative, le produit de plu- 
sieurs translations est commutatif. 


11. Groupe des translations. 


Considérons l'ensemble des translations. Une translation quel- 


— 
conque sera notée # et son vecteur-directeur Vj. 
Cet ensemble est muni d'une opération : le produit de trans- 
lations. 


Propriétés du produit. 


19 C'est une opération interne, car le produit #, X t, est une 
=> — 
translation de vecteur-directeur V4 + Vo. 


29 La transformation identique I (translation de vecteur nul) 
est l'élément neutre pour cette opération, car : 
I X t; = t; X Ï = ti. 
39 A toute translation t de vecteur directeur V, correspond une 
translation réciproque (ou inverse) : la translation t7! de vecteur- 


directeur — V : 
t X t 1! = tt X t = Ï. 


L'ensemble des translations muni de l'opération pro- 
duit a la structure de groupe. 


C'est un groupe commutatif car le produit de deux transla- 
tions est commutatif. 
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Remarque : Sur l’ensemble des translations, l’opération pro- 
duit est commutative et associative, on peut donc composer # trans- 
lations données dans l’ordre que l’on veut. 


12. Transformées des figures élémentaires. 


— 
19 Transformé d'un vecteur AB. 
B Bi A’ et B’ étant les homolo- 
gues de A et B, ona: 


— _ >r 
AB = A'B'. 
A un point M du segment 


AB correspond un point M' tel 
que : 


A —> — 
=> AM = A'M'. 
—- > — 
Fig. 12 a. AM étant porté par AD, A'M' 
2 — 
est porté par AR. 
L'ensemble des points M' est donc le vecteur A'B'. 
Le transformé d'un vecteur est un vecteur équipollent. 


29 Transformée d'une demi-droite Ax. 
Le raisonnement précédent est valable quelle que soit la lon- 


— 
gueur du vecteur AB, donc : 
La transformée d'une demi-droite est une demi- 
droite paralléle et de méme sens. 


39 'l'ransformée d'une droite (D). 

Si (D) est paralléle au vecteur translation, elle est conservée 
dans son ensemble, c'est-à-dire que tout point de la droite (D) est 
transformé en un autre point de (D). 

Dans le cas contraire, tout vecteur porté par (D) est transformé 
en un vecteur équipollent, donc (D") transformée de (D) est 
parallèle à (D). 

Réciproquement, deux droites paralléles se correspondent dans 
une infinité de translations. 

49 'Transformé d'un angle. 

C'est un angle égal dont les cótés sont paralléles et de méme 
sens. 
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59 Transformé d'un plan (P). 


Si (P) est paralléle au vecteur translation, il est conservé dans 
von ensemble. 


Dans le cas contraire, (P) 
est engendré par une droite (D) 
pivotant dans (P) autour d'un 
point O € (P). (D^, transformée 
de (D), est paralléle à (D) et = 

SE u 
passe par O' tel que O0’ = V 
(vecteur translation). 
Le transformé d’un plan 


est un plan parallèle (ou 
confondu avec lui). 


Fig. 12 b. 


6° ‘Transformé d'un dièdre orienté. 


C'est un diédre dont l'aréte est paralléle à l'aréte du diédre 
initial et de méme sens. Les rectilignes des deux diédres ont leurs 
cótés respectivement paralléles et de méme sens, ils sont égaux. 


Le transformé d'un diédre orienté est un diédre égal 
(ou confondu si le vecteur translation est parallèle à l’arête). 


` 


13. Tangentes à deux courbes homologues en deux 
points homologues. 


Soient deux cour- 
bes homologues (C) et 
(C) À et A' deux 
points fixes homolo- 
gues de ces courbes, 
M un point voisin de 
A sur (C) et M’ son 
homologue. 


Les droites AM et 
A'M' sont paralléles. 


$i, quand M tend Fig. 13. 
vers À, la droite AM a 
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une position limite AT, la droite A'M' aura une position limite ATI" 
parallèle à AT. 


Par définition, AT et A'T' sont les tangentes en À et A' à (C) 
et (C^) respectivement. Donc : 


Si une courbe admet une tangente en un point, la courbe 
homologue admet une tangente au point homologue et ces 
tangentes sont paralléles. 


B 14. La translation est un dépla- 
B' cement. 


1° Translation plane. Soient, 
dans un plan, deux figures (F) et (F") 


M homologues dans une translation V 
A (V parallèle au plan), A et B deux 
, points donnés de (F), A’ et B’ leurs 
A homologues, M un point quelconque 
Fig. 14 a. de (F) et M’ son homologue. 


AB — A | x iu er 
— ——- => — — —— 
AM = A'M' (AB, AM):— (AR, A'M') 
Donc les figures (F) et (F') sont directement égales (n? 1). 


29 Translation dans M 
l'espace. Soient (F) et (F') 
deux figures homologues 
dans une translation V, 


A, B, C trois points donnés o c 

non alignés de (F), AT, B’, V4 

C' leurs homologues, M un A 

point quelconque de (F) et 

M' son homologue. Fig. 14 b. ` 


Ona: AB = A'B', BC = B'C', CA = C'A’. 
— —- i 
D'autre part les dièdres orientés (C, AB, M) et (C', AB, M’) 
sont égaux, et AM = A'M’, BM = B'M'. 
Les figures (F) et (F^) sont donc égales (n? 3). 
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EXERCICES 


Translation. 


272. Deux sommets d'un triangle de grandeur invariable glissent sur deux 
lroites parallèles. Trouver le lieu du troisième sommet. 


273. On fait tourner une circonférence de rayon donné autour de l'un de ses 
punls O supposé fixe. Trouver le lieu du point de contact des tangentes à cette cir- 
| en[érence, parallèles à une direction fixe. 


274. Une circonférence de rayon donné varie en restant constamment tan- 
ite à une circonférence fixe donnée. Trouver le lieu des points de contact de la 
ııı conférence variable avec les tangentes parallèles à une direction fixe. 


275. Parle point A oü deux circonférences se coupent, on màne une sécante 
„able et on porte sur cette sécante à partir de A deux segments AM et AN dont 
lı longueur égale la demi-somme des cordes interceptées. Lieux des points M et N. 


276. Par un point A où se coupent deux circonférences égales on mène une 
c ante variable qui recoupe les deux cercles en B et C. Par B on mène BX perpen- 
'Iiculaire à BC et par C la parallèle à la ligne des centres qui recoupe BX au point M. 
| eu du point M quand BC varie. 


277. On donne un cercle (O), une corde AB de ce cercle. M étant un point 
variable de (O) : 

a) trouver le lieu de l'orthocentre H du triangle MAB ; 

b) trouver le lieu des points communs aux deux cercles de centre M et de rayon 
MH et de centre H et de rayon HM. 


278. Construire un segment de longueur donnée paralléle à une direction 
donnée et dont les extrémités sont sur deux droites données. 


279. Construire un cercle de rayon donné, passant par un point donné et 
inlerceptant sur une droite donnée un segment de longueur donnée. 


280. On donne un cercle (O), un diamétre EF et deux points A et B sur ce 
‘ercle, Inscrire un angle ACB dans le cercle qui découpe sur EF un segment de 
longueur donnée, 


281. On donne deux circonférences (O) et (O") et une droite XY. Construire 
une droite parallèle à XY telle que les deux cercles découpent sur cette droite des 
' ordes dont la somme des longueurs ait une valeur donnée. 


282. Construire un trapèze connaissant la longueur de ses deux diagonales, 
leur angle et la longueur d'un côté. 


CHAPITRE 21 


ROTATION PLANE 


1. Définition. 


M’ Étant donnés un point fixe O et 
un angle orienté a, si, à tout point 
M on fait correspondre un point M' 
tel que l'on ait 

OM = OM' 

—— —— 
(OM, OM) = a + Jk, 

O M on définit une transformation ponc- 

Fig. 1. tuelle appelée rotation. 


Le point O est le centre de rotation, l'angle «, l'angle de 
rotation. 

Cette rotation se note : rotation (O, a). 

Si M décrit une figure (F), M' décrit une figure (F') homo- 
logue de (F). 

La transformation réciproque est la rotation (O, — a). 


La rotation n'est pas une transformation involutive sauf si 
a = + m (symétrie par rapport à O). 


Le point O est son propre transformé ; c'est le seul point 
double de la transformation si « Æ 2kr. 


Remarque. Si œ = 2kx, (E) coincide avec (F); la rotation 
est la transformation identique. 


2. Propriétés de la rotation. 


Soient A ct A' deux points homologues de deux figures (F) et 
(F') se correspondant dans la rotation (O, x), M un point quel- 
conque de (F) et M’ son homologue de (EL 
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On a, par définition : 
OA = OA, OM = OM’; 


(OA, OA’) = (OM, OM’) = a + 2kx. 


Fig. 2 a. 1, A \ 


On peut écrire à 2kx près : 

> — > — > — => — 
(OA', OM’) = (OA', OA) + (OA, OM) + (OM, OM); 

or, 

> — > — > — => — 
(OA', OA) + (OM, OM’) = — (OA, OA?) + (OM, OM’) = 0. 

Donc : 

-> — -> — 
(OA', OM’) = (OA, OM) + 2k'r. 

Cette égalité jointe à OM = OM', montre que les figures (F) 
ct (F^) sont directement égales. 

Théorème. — La rotation plane est un déplacement. 


Le centre de rotation est un point double. 


Réciproquement, considérons un Mi 
déplacement plan ayant un point dou- 
ble O. 


Soient À un point donné et M un A 
point quelconque distinct de A, A' et 
VU leurs homologues respectifs dans le 
déplacement. (A et M distincts de O). 


Ona: Fig. 2 b. 
OA = OA' et OM = OM' 
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+ — — — 
(OA, OM) = (OA', OM?) 
Donc: 
-> — > — -> — — — 
(OM, OM ) = (OM, OA) + (OA, OA) + (OAI, OM?) 
-> — -> — 
(OM, OM') = (OA, OA'). 
Cette relation, jointe à OM — OM', montre que M' est 
— — 
l'homologue de M dans la rotation TO, (OA, OA?]. 
Théoréme. — Pour qu'un déplacement plan soit une 
rotation, il faut et il suffit qu'il ait un point double. 


Conséquence. — La rotation plane étant un déplacement, 
elle transforme une droite en une autre droite, un segment en un 
segment égal, un angle orienté en un angle orienté égal, un cercle 
en un cercle égal, ... 


3. Propriété caractéristique. 


— —— 
Soient AB et A'B' deux vecteurs homologues quelconques de 
deux figures (F) et (F^) se correspondant dans la rotation (O, œ). 


On a + — > — 
(OA, OA”) = (OB, OB') = < + 2k=. 
On peut écrire, à 2kx près, 
> —— + — -> — > —— 
(AB, A'B') = (AB, OA) + (OA, OA?) + (OA, A'B’). 


Les figures (F) et (F^) étant égales (la rotation est un déplace- 
ment), on a 


=> — > — > — 
(AB, OA) = — (OA, AB) = — (OA', A'B’), 
> > > > 
et (AB, OA) + (OA', A'B’) = 0. 
—> > > > 
Donc, (AB, A'B’) = (OA, OA?) + 2k'x = à + 2k'n. 
D'autre part AB = A'B'. 


Donc: deux vecteurs homologues ont méme longueur 
et leur angle est l'angle de rotation. 


Réciproquement : Soient deux figures (F) et (F^), A et A’ 
deux points donnés de (F) et (F^). 
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Supposons qu'il existe une 
«orrespondance biunivoque 
entre les points B de (F) et les 
points B’ de (F^) telle que ` 


AB = A'B' 
et (AB, AB B) = a = Cte 
(x Á 2Rm). 
Soit O un point tel que 
OA = OA' 


— — 
(OA, OA) = x + 2kn, 
situé à l'intersection de la médiatrice de AA' avec l'arc capable de 
l'angle d'axes œ relatifs à A et A’. 


— — 
Effectuons la rotation (O, a). Elle amène AB en A'B" tel que 


AB = ATP, 
+ - => 
ct (AB, A'B") = œ + 2kr. 


A'B” se confond avec A'B’, (F) et (F^) se correspondent donc 
dans la rotation (O, a). 

Une condition nécessaire et suffisante pour que deux 
figures (F) et (F') se correspondent dans une rotation est 
que leurs vecteurs homologues soient de même longueur 
ct fassent entre eux un angle constant. 

Remarques. — L'angle « des deux vecteurs est l'angle de la 
rotation. 

Si œ = x (mod. 2x), l'arc capable devient le segment AA’. O est 
milieu de AA’. 


AB = A'B' 
-> -_> 
(AB, A'B') = a + 2kn. 


— — 
AB A'B' + | 


rot(O, a) 


4. Construction du centre de rotation. 


a) On connaît deux couples de points homologues À et A’, 
B et B'. 

On a: OA = DÄI et OB = OB'. Donc: 
e O est l'intersection des médiatrices de AA’ et BB' si AAT et BB’ 
ne sont pas paralléles. 
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e Si AA’ et BB’ sont parallèles, les médiatrices sont confondues 
(elles ont en commun le centre de rotation) et la figure ARD AT est 
un trapèze isocèle. Les supports de AB et A'B' se coupent en O et 


-> — 
la rotation [O, (OA, OA')] transforme B en B’. 


Fig. 4 a. Fig. 4 b. 


b) On connait deux points homologues À et A et l'angle de 
rotation x. On a: 


=} > 
OA = OA” et (OA, OA!) = œ + 2kx. 

O est donc le point d'intersection de la médiatrice de AA' et de 
l'arc capable de l'angle d'axes à relatif à A et A. O est le milicu de 
l'arc capable. 

Remarque. 


Soit I le point d'intersection des supports de AB ct A'B’. La 
relation : (IA, IA") = (AB, A'B') = œ + kx entraîne : 


(IA, IA") = (OA, OA?) et (IB, IB") = (OB, OB). 
Les points I, O, A, A' et I, O, B, B' sont donc cocycliques. 


Le centre O est donc le point de rencontre, autre que I, des 
cercles IAA' et IBB'. O et I sont confondus si AA' est parallèle 
à BB”. 

DÉPLACEMENT D'UNE FIGURE PLANE 
DANS SON PLAN 
Se Soient ne E) et (F^) deux figures coplanaires directement vegales; 


AB et AB deux vecteurs homologues donnés, et AM, A' VM! deux 
vecteurs homologues quelconques. 
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Les figures (F) et (F') étant directement égales, on a (à 2kx 

près) : FS ESCH 
(AB, AM) = (A'B', A'M’); 
> — => — > —— — — 
ur (AB, A'B^) = (AB, AM) + (AM, A'M’) + (A'M', A'B’), 
et 
> — — — => => — - > 

(AB, AM) + (A'M', A'B') = (AB, AM) — (A'B', A'M’) = 0, 


=> — > — 
donc f (AB, A'B') = (AM, A'M'). 
Si deux figures planes sont égales, leurs vecteurs 
homologues font entre eux un angle constant. 


> —— — —— 

a) Si (AB, A'B’) = 2kz, AB = A'B'; les vecteurs homo- 

logues sont équipollents ; (F) et (F") se correspondent dans 
—- 


une translation de vecteur AA'. 


> — 
b) Si (AB, A'B’) = a  2kr, les vecteurs homologues ont 
méme longueur et font entre eux un angle constant, on peut pas- 
ser de (F) à (F") par une rotation d'angle a. 
Les seuls déplacements plans sont la translation et la 
rotation. 


6. Exercices. 


1. — Un point C décrit un demi-cercle de diamètre AB. On 
construit, à l'extérieur du triangle ABC, un triangle équilatéral 
BCD. Trouver l'ensemble des points D. 

Supposons que la détermination principale 


> — . > — 
de (BC, BA) soit positive, celle de (BC, BD) 
sera négative. Et on aura: (BC, Bb) = — T 


Donc : 
TU 
D se déduit de C dans la rotation (B, — 3 


L'ensemble des points D est le demi-cercle 
(O^) déduit du demi-cercle (O) dans cette rota- 
tion. 

Le lecteur cherchera l'ensemble des points D lorsque C décrit le cercle 
de diamétre AB en entier. 

2. — Soient deux droites perpendiculaires (d) et (d') se coupant 
en O; A un point quelconque du plan distinct de O. Construire un 
triangle équilatéral ABC tel que B c (d) et C € (d^. 


Fig. 6 a. 
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— — T 
Ona: (AB, AC) = + s: Donc B Gel 


se transforme en C dans l’une ou l’autre 


des rotations (A, + 3. Cest donc sur (4) B 
(d') et sur la transformée (d;)de (d) 


dans l'une ou l'autre de ces rotations. 


Sur la figure, on a construit la solu- 


ion tell AB, AC ^ 
tion telle que (AB, AC) — 4- 3 Fig. 6 b. 


7. Produit de deux rotations de centres différents. 


Soient (F) une figure plane, (F1) son homologue dans la rota- 
tion (O4, aal et (F2) la figure homologue de (F1) dans la rotation 


(Oz, a). 
— —— 

Si AB est un vecteur quelconque de la figure (F), A1B1 son 
homologue de la figure (F1), A2B2 l'homologue de A: D: dans la 
figure (F2), on a (n° 3): 

> — 
AB = AB; et (AB, A1B1) = o4 + 2h47, 
— — 
A1B1 = AsBs et (AiBi, A2B2) = x, + HB 
On en déduit, AB = A3Bs, 
-> — > - > — —ə 
(AB, A Bz) = (AB, A Bi) + (A Bi, A2B2) = €, + Xa + 2kr. 

Les deux figures (Fi) et (Fa) se correspondent donc dans 

une rotation d'angle œ, + w, (si «, + os 5 2k). 


Soit œ le centre de cette transformation ; c est le point double 
de la rotation. Si œ, est l'homologue de œ dans la rotation (O4, 03), 
il faut que o soit l'homologue de œ, dans la rotation (Oz, Gel, donc 
que 


— - > 
O w, = Oœ et (Oo, O1.) = a4 + Zus 
Oo = Ozo, et (Oso, O,0) = a, + 2R,n. 
La droite O102 est donc la médiatrice du segment wc, et bis- 


; — —— —— —— 
sectrice des angles (01%, O,o et (0201, O20). 
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On obtiendra donc œ en construisant en O1 l'angle 


—— — ER 
(0102, O19) = — zb 2k, m. (1) 
—— — Xs 
ct en Os, l'angle (0201, Oso) = 7 + 2kor. (2) 


Ces deux droites se coupent au point o. 


Remarques. 1° Le produit de deux rotations n'est pas 
commutatif, le sens de construction des angles en O1 et O2 
n'étant pas le méme. 


Si l'on permute l'ordre des rotations, on trouve comme centre, 
le point o, symétrique de o par rapport à O40,. Dans (1) et (2) 
il suffit d'échanger O, et O,, œ, et «s. 
— 


— 
29 Si ou + œ = 2kr AB = A,B,, 


ct la transformation est une translation. 


8. Produit d’une translation et d’une rotation. 


Soient (F) une figure plane, (F1) l'homologue de (F) dans 
la translation (V), (Fa) l'homologue de (F1) dans la rotation (O, œ). 
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— 
Soient AB un vecteur quel- 


——- 
/ conque de (F), AjB; son homo- 
——- 
logue dans (Fi) A2B2 l’homo- 
——- 
logue dans (F2) de A1B1. 
— — 
Ona A;B, = AB. : 
et (n9 3) AsB» = AB: 
— — 
(A1Bi, A2B2) = % + 2kr; 
don AB = AsBset 


I > — > 
Dev. J m (AB, A2B2) = à + 2kr. 
P 1 Z 2 i On peut donc (n° 3) passer de 
v! B h (F) à (PA par une rotation 
d'angle a. 
Fig. 8 


Le centre œ de la rotation pro- 
duit est un point double de la 


transformation. Si «1 est l'homologue de o dans la translation (V) 


— 3 
00; = V, 
œ doit être l'homologue de o, dans la rotation (O, o), 
—— — 
et Ow, = Oo avec (Ow, Oo) = a + 2kr. 


On construit la direction Ou perpendiculaire à V et l'angle 
> => x 
(Ou, Ov) = 5 + 2kr. 


I étantle milieu de oo, le point o est sur Ov de telle sorte que: 
=> 1 — v 
lo = 2910 = — = 


2 2: 

Le produit d'une translation V et d'une rotation (O, a) 
est une rotation d'angle a. 

Remarque. Le produit n'est pas commutatif. 

Si l'on effectue d'abord la rotation, on trouvera comme centre 
le point w1 symétrique de œ par rapport à Ov. 

On étudiera par une autre méthode ces produits de rotations et 
translations au chapitre des symétries. 
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9. Groupe des déplacements dans le plan. 


Dans le plan, tout déplacement est, soit une translation, soit 
une rotation. 


Considérons l'ensemble (D) des déplacements dans le plan, 
c'est-à-dire l'ensemble des translations et des rotations du plan. 


Cet ensemble est muni d'une opération : le produit de dépla- 
«c ments que nous noterons : d, x d, (d, e D, d, e D). 


Propriétés du produit. 

1° d, X d, est une opération interne. En effet : 
e Le produit de deux translations cst une translation ; 
e lc produit de deux rotations est une rotation ou éventuellement 
une translation; 
e le produit d'une translation et d'une rotation (ou inversement) 
«st une rotation de méme angle. 

20 En considérant la transformation identique I comme un 
‘déplacement, Ï sera l'élément neutre sur l'opération produit. 

39 A chaque déplacement plan d correspond un déplacement 
réciproque (ou inverse) d-!, celui qui, effectué aprés d, rétablit 
l'état initial des figures : 

dx d = d`" x d = 1. 

Donc : 

L'ensemble des déplacements plans muni de l'opéra- 
tion produit a la structure de groupe. 


Remarques. — 1° Ce groupe n'est pas commutatif car le 
produit de deux rotations ou d'une translation et d'une rotation 
ne sont pas commutatifs. 


20 L'ensemble des translations planes est dit sous-groupe du 
“roupe précédent. 


EXERCICES 


Rotation plane. 


283. Un triangle équilatéral a un sommet fixe ; le second sommet décrit une 
lorte fixe ou un cercle fixe. Quel est le lieu du troisième sommet ? 


284. On considére un arc de cercle AB et un point C variable sur cet arc de 
: rcle. On porte sur la droite AC, AD = BC. Quel est le lieu du point D ? 
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285. Sur les côtés d'un angle xOy, on porte deux segments OM et OM' tels 
que OM + OM’ = |, l étant une longueur donnée. Trouver le lieu du centre du 
cercle circonscrit au triangle OMM’. 


286. Étant donnés un point P et deux droites parallèles (D) et (D^), construire 
un triangle isocèle de sommet P, d'angle au sommet donné x et tel que les deux 
autres sommets soient respectivement sur (D) et (D^). 


287. Construire un carré ayant trois sommets sur trois droites parallèles 
données. 


288. Construire un triangle équilatéral ayant ses sommets sur trois cercles 
concentriques donnés. 


289. Soit un triangle ABC, un point M variable sur AB ; on porte sur la droite 
AC, le segment CN — BM. Montrer que la médiatrice du segment MN passe par 
un point fixe. (On distinguera deux cas suivant le sens du segment CN.) 


290. Lieu des centres des rotations qui font se correspondre deux droites 
données (D) et (D^) ? Construire le centre de celles de ces rotations qui à un point 
donné A de (D) font correspondre un point donné AT de (D^). 


291. On donne deux cercles égaux (O) et (O^) tangents extérieurement en un 
point A. Un point M décrit le cercle (O) et un point M’ le cercle (O^) de telle manière 


> ——— 
que (OM, O'M’) = + z2. 
Montrer que la médiatrice de MM’ passe par un point fixe E. On fait corres- 
pondre au point M le point M; dans la rotation (Ez, — 7/2), En étant le symétrique 
de E par rapport à OO'. Montrer que M'M4 passe par un point fixe. 


292. Quel est le produit des trois déplacements suivants : 


, — 
19 une translation AB, 
29 une rotation (O, o), 


d bg eg 
30 une translation BA ? 


293. 19 On donne un triangle ABC. Déterminer l'angle x d'une rotation de 
centre A et l'angle B d'une rotation de centre B de telle facon que C soit invariant 
dans le produit de ces deux rotations, effectuées dans l'ordre indiqué. 

Montrer que le produit des trois rotations suivantes : 

(A) : de centre A et d'angle 2(AC, AB), 

(B) : de centre B et d'angle 2(BA, BC), 

(C) : de centre C et d'angle 2(CB, CA), 
est la transtormation identique. 


29 a) Soient deux cercles égaux (w) et (c) sécants en deux points R et S. Si un 
cercle variable de centre R les coupe en P, Q et P', Q' respectivement, on peut répar- 
tir ces points en deux couples P, Q et P', Q' tels que : 

(RP, RP”) = (RQ, RQ”) = une constante indépendante du cercle de centre R. 

b) La droite PP’ (ou QQ’) passe par un point fixe. 


30 Soient M un point quelconque, M' son transformé par la rotation (A) définie 
au 19 ; M” le transformé de M’ par la rotation (B). On sait que la rotation (C) trans- 
forme M" en M. 

a) Calculer l'angle (M'M, M'M”) en fonction de l'angle (M'A, M'B). 

b) Ensemble des points M’ pour que M, M', M” soient alignés. 
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c) Caractériser cet ensemble par rapport au cercle circonscrit au triangle ABC. 
I iembles correspondants de M et M”, 
d) Démontrer que la droite MM'M" passe par un point fixe quand M’ varie sur 
n ensemble. 
e) Caractériser ce point fixe par rapport au triangle ABC. 
(Bacc. Aix-Marseille). 


CHAPITRE 22 
ROTATION AUTOUR D'UN AXE 


l. DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS 


1. Définition. 


Soient xy un axe ct œ un angle orienté (l'espace étant orienté 
par rapport à l'axe). 

Si, à tout point M d'une figure (F), on fait correspondre 
un point M' tel que 

a) M et M' soient dans un méme plan perpendiculaire 
à xy. 

b) H étant la projection commune de M et M' sur xy, 


on ait 
HM = HM, 


—— —— 

et (HM, HM’) = a + 2kn. 

on obtient une nouvelle figure (F') qui est dite transformée 
de (F) par rotation. 


L'axe xy est l'axe de rotation ; l'angle « est l'angle de rota- 
tion. 

Une rotation d'axe xy et d'angle x s'indique par la notation : 
rotation (xy, a). 

Dans le plan MHM', M' est l'homologue de M dans la rotation 
plane (H, œ), H est le seul point double. L'axe xy est l'ensemble 
des points doubles de la transformation. 

La transformation réciproque est la rotation d'axe xy et 
d'angle — o. 


2. Propriétés de la rotation autour d'un axe. 


Soient (F) et (F') deux figures homologues dans la rotation (xy, 
x), À et B deux points donnés de xy ; C un point donné de (F), C' 
son homologue de (F^), E leur projection commune sur xy, M un 
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point quelconque de (F), M' son homologue de (F^), H leur pro- 
i ction commune sur xy. On a: 
EC = EC", donc AC = AC’ et BC = BC, 

Les deux triangles ABC et ABC' sont donc égaux. D'autre 
part, Zei Së = 
(EC, EC’) = (C, xy, C) = a + 2kn. 

On aura de même HM = HM’, donc AM = AM, 
BM —BM', BE EH 
(HM, HM) = (M, xy, M) = a + 2k n. 


Fig. 2. 


On peut donc écrire 
— — — — 
(C, xy, M) = (C, xy, C') + (C', xy, M^) + (M, xy, M) + Zb: 
— — — — 
or (C, xy, C) + (M', xy, M) = (C, xy, C') — (M, xy, M?) = 2k, 
— — 
par suite : (C, xy, M) = (C', xy, M^) + 2k'x. 
Les relations : AC = AC, BC = BC’ 
— — 
(C, xy, M) = (C', xy, M?) 
AM = AM, ` BM = BM’ 
prouvent que les figures (F) et (F') sont égales 
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Théorème. — La rotation autour d’un axe est un dépla- 
cement. L’axe est l’ensemble des points doubles. 

Réciproquement : Soit un déplacement de l’espace dans 
lequel deux points À et B sont invariants. 

Tous les points de la droite AB sont invariants. 

Soient C un point donné non situé sur AB, C' son homologue 
dans le déplacement. 

Par définition du déplacement, lcs triangles ABC et ABC' sont 
égaux et les hauteurs égales issues de C et C' rencontrent AB au 
méme point E. 

C et C' sont donc dans un méme plan perpendiculaire en E à AB 
et tels que EC = EC”. 

Le méme raisonnement s'applique à un point quelconque M 
et à son homologue M' dans le déplacement. M et M' sont donc dant 
un méme plan perpendiculaire en H à AB et tels que HM — HM', 

Par définition du déplacement, on a : 

M, AB, C) = (M, AB, C^) 

Soit : MERE EI 
— — —- — 

(M, AB, M?) + (M', AB, C?) + (C', AB, C) = (M', AB, C) 


— — 
D'oà : (M, AB, M?) = (C, AB, C) 
_> => => — 
ou : (HM, HM’) = (EC, EC?) 


Le déplacement est donc une rotation d’axe AB et d’angle 
— 
a = (C, AB, C). 


Théorème. — Tout déplacement de l’espace qui a deux 
points invariants est une rotation dont l'axe passe par ces 
deux points. 


3. Déplacement de l'espace ayant un point double. 


Soient D un déplacement de l'espace ayant un point double 
O, A et A deux points homologues dans ce déplacement. 

19 Si A et A' sont confondus, le déplacement D ayant 2 points 
doubles est une rotation d'axe OA. 

29 Sinon, on a OA = OA’. 
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Considérons un point B situé en 
V et soit B' son homologue dans le 
déplacement D. On a: 


OA = OA' = OB (1) 


e Si B' et A sont distincts, (1) montre 
que O est sur l'axe du cercle de centre 
()' passant par A, AT, B'. Les cordes 
AB et A'B' se correspondent dans 
le déplacement et sont donc égales. 
Par suite ` 


> — > — 

(O'A, O'A’) = (O'B, O'B)) 
quelle que soit l'orientation de OO". 
Considérons alors la rotation d'axe 

> — 

OO! et d'angle (O'A, O'A’) qui trans- 
forme une figure (F) en une figure 
A égale (F^). Le déplacement D trans- 
p/ forme (F) en une figure égale (F"). 
O, A, B appartenant à (F), O, A', 

B' appartiennent à (F^) et (F^). 
Les deux figures égales (F' et 


o (F^), ayant trois points communs non 
alignés, coïncident. 


Fig. 3 a. 


A 
B o” 


Fig. 3 b. La rotation équivaut donc au 
déplacement D. 
e Si B' et A sont confondus, la médiatrice de AB passe par O (car 
OA = OA”). La rotation d'axe OO’ et d'angle x transforme O, A, 
B en O', A’, B'. Elle équivaut au déplacement D. 
Théorème. — Un déplacement de l’espace qui a un 
point double est une rotation autour d'un axe passant par 
ce point. 


Il. LA ROTATION EN DESCRIPTIVE 


4. Dans la méthode des changements de plans de projec- 
tion, la figure de l'espace ne change pas de position, mais elle est 
projetée sur de nouveaux plans. 


9 
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Dans la méthode des rotations, les plans de projection sont 
invariables, mais on modifie la position de la figure dans l’espace. 
Pour cela on applique à la figure une rotation autour d’un axe 
vertical (perpendiculaire au plan H) ou autour d'un axe de 
bout (perpendiculaire au plan F). 


5. Rotation du point. 


Soient M4 l'homolo- 
gue de M dans la rotation 
d'axe (D) et d'angle qœ, 
(P) un plan perpendicu- 
laire à (D) en O, Net Ni 
les projections de M et 
Mi sur (P). Il est immé- 

` diat que Nı est l'homo- 
logue de N dans la rota- 
tion plane (O, a). 

19 Rotation d'un 
point autour d’un axe 
vertical (d, d') (fig. 5 b). 


Fig. 5b. 


Fig. 5a. 


Soient (c, c) le point donné, 
(d, d laxe de la rotation 
d'angle a. 


La projection horizon- 
tale c vient en c, déduit 
de c dans la rotation plane 
de centre d et d'angle a. 


Dans la rotation la cote de 
C ne change pas. 


La projection frontale c' 
vient donc en c', sur une 
parallèle à la ligne de terre 
menée par c et sur la ligne 
de rappel de c,. 


Dans la rotation l'homo- 
logue de (c, c') est (c, ci). 
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29 Rotation d'un 
point autour d'un axe 
de bout (8,9) (fig. 5 c). 


La projection frontale 
v subit une rotation plane 
de centre A et d'angle aœ. 
l'éloignement du point 
C ne change pas donc la 
projection horizontale c 
vient en CH, 


6. Rotation d'une droite. 


La rotation d'une droite s'effectue par la rotation de deux de ses 
points. 


Soit la droite (cd, cd"). Appliquons-lui une rotation d'angle o 
d'axe vertical (a, a'b’). 


lere méthode, (fig. 6a). — Du point a, décrivons un arc de 
cercle qui coupe la projection horizontale en c et d; les lignes 


de rappel déterminent d et d. Portons sur le cercle les arcs: 
[NI Lee? . 
cc, = dd, = œ et rappelons les points c, et d, en c', et d'; sur les 


parallèles menées à xy par c' et d. L'homologue de (cd, c'd") est 
(cida, ci d'y). 


C 
I 
I 
t 
1 
[i 
i 
! 
l 
1 
[ 
t 
1 
! 
' 
b 
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2me méthode, (fig. 6 b). — La projection horizontale de la 
droite reste tangente au cercle de centre a et de rayon ad, distance 
de a à cd. 


Menons donc la perpendiculaire ad à cd, et construisons 
> — 
(ad, ad,) — «. d fait connaitre d' puis d',. 

Pour déterminer un second point, il suffit de construire deux 


— — => — 
vecteurs dc et dc, tel que dc = dc; et (de, d,c) = œ. c et c, 
déterminent c' et c',. 


L'homologue de (cd, c'd") est (c,d,, c',d',). 


7. Remarques. 


19 Quand c'est possible, on prend 
un axe qui rencontre la droite donnée, 
car alors le point de rencontre reste 
immobile, et il suffit de faire tourner 

y un seul point de la droite ; ainsi 
(ac, c'b') devient (ac, b'c'1) (fig. 7). 


20 On opère d'une manière ana- 
logue lorsque l'axe est de bout; 
il suffit de transposer les termes rela- 
`~- tifs aux deux projections. 

Fig. 7. 


8. Rotation du plan. 


Un plan est défini par deux droites. On effectuera donc une 
rotation sur ces deux droites. 

Plus simplement : on peut remarquer que le point commun 
au plan et à l'axe est invariant dans la rotation. Il suffira donc 
d'effectuer une rotation sur une droite du plan ne passant pas par 
ce point. 

19 Rotation du plan PaQ' autour d'une verticale (d, d') 
(fig. 8 a). 

Le point invariant (a, a') se projette horizontalement en d. 

L'horizontale (ai, a'i') du plan rencontre l'axe (d, d") au point 
(a, a^). 
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Après rotation, «P devient «,P, trace horizontale du plan 
homologue de Dat. Le plan homologue de P«Q' est déterminé 
par (a, a^) et sa trace horizontale «P4. 


Fig. 8 a. 


Pour déterminer la trace frontale de ce plan, remarquons que 
l'horizontale (aZ, a'i') devient horizontale (agi, a'g',). La trace 
du plan homologue est la droite «,Q', qui passe par a, et g'.. 


2e Rotation d'un plan défini par deux droites concou- 
rantes (ab, a'b’), (ac, a'c') autour d'un axe vertical (d, d'e’). 


On peut déterminer le point oü l'axe perce le plan et cons- 
truire Phomologue d'une des deux droites données. Le point 
mvariant et la droite homologue déterminent le plan homologue 
du plan donné. 

Ou encore, chercher les homologues de trois points: 
(a, a’) commun aux deux droites, (b, b') situé sur Pune, 
(c c) situé sur l'autre et tels que a, b, c soient sur un 
méme cercle de centre 4. 
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Gy b, c, sont déterminés par 
A LS — À 
aa; = bb, = cc, = x<. On obtient 


l'épure 8 b. 


Applications. 
9. Rendre une droite frontale. 


d' 


De 

Us 
` © 
\ U 
x ' 
AE 

X 

Us 

w 


` 


Une droite est frontale si 
Joe dere sa projection horizontale est 
parallèle à xy. On applique 
donc à la droite donnée (ab, 
/ ab) une rotation autour 
^ d'un axe vertical (d, d") ren- 

contrant la droite en un 
Fig. 9. point (a, a') qui est inva- 
riant. L'angle de rotation est 
l'un des angles de ab et xy. 


L'homologue de (b, b') est (b,, b'i), la droite (ab, a'b) 
devient (ab,, ok, (fig. 9). 


D. 
eee sme du ence rtc 


Conséquences. 1° la distance a'b', est la distance des points 
A et B. 


29 On connaît l'angle de la droite et du plan horizontal car cet 
angle ne change pas dans la rotation. 
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10. Rendre une droite horizontale. 


Une droite est hori- J 
zontale si sa projection 
frontale est parallèle à xy. 
On applique donc à la 
droite une rotation autour 
d'un axe de bout (Säi a/\ ` 
passant par un point 
(a, a') de la droite. L'angle 
de rotation est l’un des 
angles de a'b' et xy. 

La droite (ab, a'b') se 
transforme en (ab,, a'b' ,). 


4——--------2 


Conséquences : ana- 
logues à celles du n? 7. 


Ca ve cen vec cen vm a e e v n m ES 


Fig. 10. 


11. Rendre un plan quelconque perpendiculaire à un des 
plans de projection. 


Soit à transformer le plan PaQ' 
en un plan vertical (fig. 11). Il suffit 
que la trace fronta le du nouveau plan 
soit perpendiculaire à xy. 

On applique donc au plan une 
rotation autour d'un axe de bout 
(ab, a’). ï L'angle de rotation est 

-> — 

(a'e' „ ge gel étant perpendiculaire 
à aQ'iet a'e' "parallèle à xy. L'homo- 
logue deel est «,Q',. 


Fig. 11. Le point invariant (c, c') se pro- 
jette frontalement en a’. La frontale 
(cd, cé) du plan rencontre l'axe de rotation en (c, c"). 
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L'homologue du plan P«Q' étant un plan vertical, c se trouve 
sur la nouvelle trace horizontale qui est ainsi déterminée. 


Le transformé du plan Dat est le plan P,«,Q'.. 


Conséquence. L’angle du plan PaQ' et du plan frontal est 
l'angle de oP, et xy. 


12. En résumé. 


Pour rendre une droite horizontale, on peut faire : 
un changement de plan horizontal 
ou une rotation autour d'un axe de bout ; 

on obtient alors l'angle de la droite et du plan frontal. 


Pour rendre une droite frontale, on peut faire : 
un changement de plan frontal 
ou une rotation autour d'un axe vertical ; 

on obtient l'angle de la droite et du plan horizontal. 


Pour rendre un plan vertical (respect. de bout) on peut 
faire : 

un changement de plan horizontal (respect. frontal) 

ou une rotation autour d'un axe de bout (respect. vertical) ; 
on obtient l'angle du plan et du plan frontal (respect. horizontal). 


Les deux procédés ont donc résolu les mémes problémes. 
Cependant, dans la méthode du changement de plan, une des pro- 
jections est conservée, dans la méthode des rotations, les deux pro- 
jections sont modifiées. La méthode du changement de plan don- 
nera, en général des épures plus simples. 


13. Exercice. 


Rendre un plan quelconque paralléle à l'un des plans 
de projection. 

Pour amener un plan quelconque à être parallèle au plan hori- 
zontal, par exemple, il faut deux rotations : 

19 En employant un axe vertical, on peut le rendre perpendi- 
culaire au plan frontal ; 

29 En le faisant tourner autour d'un axe de bout, ce plan res- 
tera perpendiculaire au plan frontal; mais on l'aménera à étre 
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parallèle au plan horizontal en rendant sa trace frontale parallèle 
JA EN, 

Soit le plan PaQ, 
qu'il faut rendre horizon- 
tal (fig. 13). 

Prenons un axe verti- 
cal (a, a'b^), afin d'amener 
l'xQ' dans la position 
Joel: de manière que 
z P, soit perpendiculaire 
à — xy. L'horizontale 
(ac, b'c’) fait connaître le 
point A, où l'axe perce le 
plan et détermine «,Q'.. 
l'uis, au moyen d'un axe 
de bout (ef, e'), amenons 
le plan Pei, à être 
horizontal; il suffit de 
tracer la tangente Q', 
paralléle à xy. 


EXERCICES 


294. Trouver l'axe de la rotation dans l'espace qui fait coincider deux droites 
(D) et (D^) de telle maniére qu'un point donné A de (D) ait pour homologue un point 
^' donné de (D^. 


295. Par un point O équidistant de deux droites, mener l'axe de la rotation 
qu fait coincider ces deux droites. 


296. On donne deux vecteurs de méme longueur dans l'espace. Montrer qu'il 
! xiste une rotation les transformant l'un en l'autre. 


297. On donne dans l'espace deux cercles égaux. Montrer qu'il existe deux 
rotations, les transformant l'un en l'autre. Cas d'exception. 


298. On donne deux plans (P) et (Q). Ensemble des axes des rotations qui font 
orrespondre ces deux plans. 


Descriptive. 


299. Faire tourner une droite AB autour d'une verticale donnée, jusqu'à ce 
qu'on réalise l'une des conditions suivantes ` 

19 La projection horizontale ab doit passer par un point donné ; 

29 La droite AB doit rencontrer une verticale donnée ; 
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39 La droite AB doit rencontrer une droite de bout ; 

49 La droite doit étre à une distance donnée d'une verticale aussi donnée ; 

59 La droite doit avoir un point B dans un plan donné ; 

69 Le segment compris entre les traces de la droite doit avoir une longueur 
donnée ; 

79 La droite doit étre paralléle à un plan donné ; 

89 La projection frontale de la droite doit étre parall&le à une frontale donnée ; 

99 Les deux projections de la droite doivent faire des angles égaux avec xy, 


300. Faire tourner simultanément deux droites données autour d'un axe 
vertical aussi donné, jusqu'à ce que les projections frontales des deux premiéres 
droites soient paralléles entre elles. 


301. Faire tourner une droite donnée, d'un angle donné, autour d'une hori- 
zontale prise pour axe. 


302. Faire tourner une droite donnée, d'un angle donné, autour d'uneautre 
droite quelconque. 


303. Trouver la plus courte distance de deux droites quelconques. 


304. Faire tourner un plan donné autour d'un axe vertical, jusqu'à ce qu'on 
obtienne les résultats suivants : 

19 Le plan doit passer par un point donné ; 

29 Le plan doit passer à une distance d d'un point donné ; 

30 Le plan doit être parallèle à une droite donnée. 


305. Faire tourner un plan autour d'une verticale jusqu'à ce que ses deux traces 
rencontrent xy sous des angles égaux. 


306. On donne la trace horizontale d'un plan, les projections d'un point et ia 
distance de ce point au plan. Déterminer l'autre trace du plan. 


307. Faire tourner un plan donné autour de xy : 

19 Jusqu'à ce qu'il passe par un point donné ; 

29 Jusqu'à ce qu'il soit éloigné d'une distance d d'un point donné ; 
30 Jusqu'à ce qu'il soit parallèle à une droite donnée. 


CHAPITRE 23 


RETOURNEMENTS 


I. DÉFINITION ET PROPRIÉTÉ 


1. Définition. 


Étant donnée une droite (D), si, à un point M on fait 
correspondre le point M' tel que (D) soit médiatrice du 
segment MM ', on définit une transformation ponctuelle 
appelée retournement d'axe (D). 

Cette transformation s'appelle encore: (D) 
demi-tour d'axe (D) ou symétrie axiale 
d'axe (D) ou symétrie orthogonale d'axe 
(D). 

Elle sera notée : Retournement (D) ou en 4 
abrégé : Ret D. NM 

Un retournement d’axe (D) est aussi une 
rotation d'angle x (mod. 2x) autour de 
(D). 

L'ensemble des points doubles est la 
droite (D). 

Cette transformation est involutive car le 
transformé de MI est le point M. Fig. 1. 


Z` 


2. Propriété du retournement. 


19 En Géométrie dans l'espace, un retournement est une 
rotation autour d'un axe. Donc : 

Théorème. — En Géométrie dans l'espace, un retour- 
nement est un déplacement. 

20 En Géométrie plane : 

Soient A et B deux points de l'axe de retournement (D), M un 
point quelconque du plan et M' son homologue dans le retour- 
nement (fig. 2). 
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La droite (D), médiatrice de MM, 
est bissectrice de l'angle A du triangle 
isocèle MAM'. Donc : 


AM = AM' et 
-> => + — 
(AB, AM) = — (AB, AM). 
Par suite, si M décrit une figure (F), 


M’ décrit une figure (F') inversement 
égale à (F) (ch. 20, n° 2). 


Théorème. - En Géométrie 
plane, un retournement est un anti- 
déplacement. 


II. PRODUIT DE DEUX RETOURNEMENTS 


Soient M1 l'homologue de M dans un premier retournement 
d'axe A; et M: l'homologue de M; dans un second retournement 
d'axe As. Étudions le produit : 

Ret Aa x Ret Aj. 


3 Les droites A, et ^, 
sont parallèles. 


Soient Hi le milieu de 


MM; (situé sur ^1) et H le -|H 

milieu de MıMə. On a: P d 

— — < EE RE FRERE ` 
MH, = HıMı et M 


— — 
MH: = H2Mo, 
d'oü 


— — — — — 
MM2 = MH; + HiMi + MiHe + H2Mg 


— — — _- > 
= 2H1Mj + 2MiHs, et MM: = 2Hj1H;. 


Théorème. — Le produit de deux retournements d'axes 
paralléles est une translation. 
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V désignant le vecteur-translation perpendiculaire à A; et Az et 
transformant A; en As, la translation produit a pour vecteur direc- 
E 


FA Ret An x Ret Ai = Tr (2V). 
Ce produit n’est pas commutatif, car l'application du théorème 
précédent donne : P 
Ret A; x Ret Aa = Tr (— 2V). 
Réciproquement : soit une translation de vecteur V. 
Considérons une droite A; arbitraire mais orthogonale à V et 


: JW . V 3 
la droite Ax déduite de A; dans la translation >. D’après le 
2 P 
théorème direct, on a: 


ey 


Ret Ag x Ret A = Tr (23) = Tr (V). 


— 

Théorème. — Une translation de vecteur V peut se 
décomposer d'une infinité de maniéres en un produit de 
deux retournements. Les deux axes des retournements 


— 
sont orthogonaux à V, le second se déduit du premier 
— 


V 
dans la translation 3° 


4. Les droites ^, et ^, sont concourantes. 


Soient (R) le plan des deux droites A; et A2 concourantes en 
O, m, my, Mo les projections sur (R) des points M, Mi, M2. 
A1 et As sont les médiatrices de mm, et mim, et on a: 


— — 1 => > 

mM = — m,M, et (OA, Om, ) = 5 (Om, Om) + ax; 

——- _ > 1 => => 

m; M, = — mM et (Om,, OA, ) = > (Om,, Om,) + kon. 
—- — 

D'où : mM = mM, 


> — > — — — 
et (Om, Om) = (Om, Om) + (Om, Om;) 
= 2[(OA,, Om) — kır] + 2[(Om,, OA.) — kar] 
= 2(A1, Ag) + 2kr. 
Donc : M2 se déduit de M par une rotation d’axe (D) perpen- 
diculaire en O au plan (R) et d'angle 2(A1, A2). 
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M, 
Fig. 4. 


Ret A; X Ret A; = Rot[D, 2(A1, Az)]. 


Théoréme. — Le produit de deux retournements d'axes 
concourants est une rotation. 


En général, ce produit n'est pas commutatif car : 
Ret A; x Ret Ao = Rot[D, 2(As, ^1)]. (fig. 4). 


Il est commutatif si A1 et Az sont perpendiculaires. Le produit 
est un retournement. 


Réciproquement, soit une rotation (D, «). Dans un plan (R) 
perpendiculaire à (D), menons en l'un quelconque de ses points, O, 
deux droites OA; et OA telles que ` 


(Ai, Ag) = 5 + kr. 


D’après le théorème direct, on a: 
Ret Ao x Ret Ai = Rot[D, 2(A3, A2)] 
i = Rot[D, œ]. 
Théorème. — Une rotation (D, «) peut se décomposer 
d'une infinité de manières en un produit de deux retour- 
nements. Les deux axes de retournement rencontrent (D) 
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orthogonalement, le second se déduit du premier dans la 
š a 

rotation (D, 3): 

Remarque. — Les raisonnements et théorèmes des n° 3 et 4 
subsistent en Géométrie plane. 

Au n? 3, les droites A; et A2 sont alors dans le plan. 

Au n? 4, on pourra remplacer la rotation (D, «) par la rotation 
(O, œ) dans le plan (R). Le point M est alors confondu avec m, M; 
est confondu avec m, et M, avec m,. 


5. Les droites ^, et ^, sont quelconques. 


Les droites Aj et 
A2 ne sont pas dans un 
méme plan et on dési- 
gne par D leur perpen- 
diculaire commune qui 
rencontre Au en O1 et 
A2 en Os. 


Menons par Os la 
droite A'; parallèle à 
Au et soit Mi l'homo- 
logue de Mı dans le 
retournement d'axe 
Ai, 


Ona: Mo Fig. 5. 
Ret Ag x Ret A1 = Ret Ag x Ret A'1 x Ret A'1 x Ret A, (1) 
car le produit Ret A'1 x Ret Aix est la transformation identique. 


Le produit de transformations étant associatif, (1) peut 
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s'écrire : 
Ret As x Ret A1 = (Ret A» x Ret A'3) x (Ret A'1 x Ret Aj). 
— 
Or: Ret A'5 x Ret A1 = Tr (20103) 


Ret A2 x Ret A'; = Rot [D, 2(A5, A»)]. E 
D'où : Ret As x Ret A1 = Rot [D, 2(A1, Aal x Tr (2 O102.) 
Théorème. — Le produit de deux retournements d'axes 


non coplanaires est le produit d'une translation et d'une 
rotation dont l'axe porte le vecteur translation. 


Remarque. — Le produit Ret Ag x Ret A1 n’est pas com- 
mutatif. En effet : 


——- 
Ret A1 x Ret Aa = Rot [D, HD ^1)] x Tr (2 O20). 


Le vecteur translation et l'angle de rotation dépendent donc 
de l'ordre des retournements. 


III. DÉPLACEMENT HÉLICOIDAL 
6. Définition. 


Le produit d'une translation et d'une rotation dont 
l'axe est parallele au vecteur translation est un déplace- 
ment appelé déplacement hélicoïdla. 


7. Décomposition du 
déplacement hélicoidal 
en retournements. 


Soit le déplacement 
hélicoidal défini par le 


vecteur translation V etla 
rotation d'axe (D) paral- 
léle à V et d'angle «. 

En un point quel- 
conque O1 de (D), me- 
nons une droite À; arbi- 
traire mais perpendicu- 
laire à (D) et soit Az la 
droite déduite de A; dans 
Fig. 7. le déplacement hélicoïdal 
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Y , 5 ` c 
de vecteur J > d'axe (D), d'angle de rotation 2' 
Ag rencontre (D) en Og et on a: 
=> V a. 
= P NV = = 
O102 2 et (Ar, A2) EN 
D’après le n° 5, on a: 
—— 
Ret As x Ret Au = Rot [D, KI? Aal X Tr (2 0102) 
noit ` Ret A2 x Ret A: = Rot[D, œ] x Tr (V). 
Le produit Ret Ag x Ret A1 est doncle déplacement hélicoidal 
donné. 


Théorème. — Un déplacement hélicoïdal se décompose 
d'une infinité de manières en le produit de deux retour- 
nements. 


8 Commwutativité de la translation et de la rotation. 


Le déplacement hélicoidal précédent est donc équivalent au 
produit : Ret A2 x Ret Az. Soit Ais la parallèle à Az menée par Où. 
Ona: 


Ret Ag x Ret A; = (Ret Ao x Ret A's) x (Ret Ai: x Ret A1) 
— 
= Tr(2 0102) x Rot [D, 2(Ar, A'2)] 
= Tr (V) x Rot [D, aœ]. 
Le déplacement hélicoïdal donné est donc aussi le produit de 
la rotation d'axe (D), d'angle œ, et de la translation V. 


Théorème. — Dans un déplacement hélicoïdal la trans- 
lation et la rotation sont commutatives. 


9. Déplacement réciproque. 


Soit I la transformation identique. On a: 


Ret A1 x Ret Ao x Ret Ao x Ret A1 = Ret A1 x I x Ret A: 
= Ret A; x Ret Au = I. 


Le déplacement réciproque du produit : Ret A» x Ret A, est 
donc le déplacement Ret A1 x Ret As. 
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Or le premier est le déplacement hélicoïdal de vecteur V, 
d'axe (D), d'angle « ; (fig. 6). 
le second est le déplacement hélicoidal de vecteur — v, 
d'axe (D), d'angle — œ, qui est le déplacement réciproque du 
premier. 


Théorème. — Le déplacement réciproque du déplaces 
— 
ment hélicoidal de vecteur V, d'axe (D), d'angle a est la 


— 
déplacement hélicoidal de vecteur — V, d’axe (D), d'angle 
— Œe 


10. Groupe des déplacements dans l'espace, 


On démontre le théoréme suivant et nous l'admettrons : 

Tout déplacement dans l'espace est équivalent soit à 
une translation, soit à une rotation, soit à un déplacement 
hélicoidal. 

Considérons l’ensemble des déplacements de l'espace muni 
de l'opération produit de déplacements. 


Propriétés du produit. 

1° C'est une opération interne, car le produit de deux 
déplacements est un déplacement. En effet, par le premier 
déplacement, la figure (F) est transformée en une figure égale (F1) 
et par le second, (F1), est transformée en une figure (F2) égale à 
(Fi) Or deux figures de l'espace égales à une troisième sont 
égales entre elles. Donc : F — F2 et on peut transformer F en F2 
par un déplacement. 

20 La transformation identique I est l'élément neutre. 

39 A chaque déplacement d correspond un déplacement 
réciproque d-!, celui qui rétablit l'état initial: d x d-t = 

L'ensemble des déplacements de l'espace muni de 
l'opération produit a la structure de groupe. 


Remarques. 

Un déplacement hélicoidal tel que V = O se réduit à la rota- 
tion (D, aœ). 

Un déplacement hélicoidal tel que z = 2kr se réduit à la trans- 
lation V. 
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IV. APPLICATION : 
PRODUIT DE DEUX DÉPLACEMENTS PLANS 


Le produit de deux déplacements plans a été étudié au chapitre 
des rotations planes. Cette étude est reprise ici en appliquant les 
propriétés des retournements. 


11. Produit d'une translation et d'une rotation dans le 
plan. 


Soit à étudier le déplacement 
plan : 


Rot(O, x) x Tr(V). (x = Zb, 
Menons par O la droite (D) per- 


pendiculaire à V et soit (D1) l'homo- 
logue de (D) dans la translation 
x (fig. 11 a). 


On a: Tr(V) = Ret D x Ret Du. 

Soit (Dg) l'homologue de (D) 
dans la rotation (o, 3): Ona: 

Rot(O, x) = Ret D2 x Ret D 


Donc, en désignant par o le point 
Fig. 11 a. commun à (D1) et (D): 


Rot(O, œ) x Tr(V) = Ret Ds x Ret D x Ret D x Ret D: 
= Ret D> x Ret Di 
= Rot[o, 2(D;, Dall 
= Rot (œ, œ). 


Théorème. — Le produit d'une translation et d'une 
rotation dans le plan est donc une rotation de méme 
angle. 


Le centre œ de la rotation produit est le point o commun aux 
droites Dj et Də définies ci-dessus. 


Ce produit n'est pas commutatif. 
Soit à étudier : 'Tr(V) x Rot(O, a) (fig. 11 b) 
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Soit (D1) l'homologue de (D) dans la 
translation x et (D2) Phomologue de 


2 
(D) dans la rotation ( O,— 5) Ona: 


Tr(V) x Bot, x) = (Ret Di x Ret D) 
x (Ret D x Ret Dg) 
= Ret Di x Ret D> 
= Rot[o;, 2(Ds, D1)] 
= Rot(o,, œ). 
où œw, est le point commun à (Di) et 
(D2). Il est symétrique de o par rapport 
à (D). 


Fig. 11 b. 


12. Produit de deux rotations dans le plan. 


Soit à étudier le dépla- 
cement : 


Rot(O,, x5) x Rot(O;, x). 
Désignons par A la 


droite O40» et soit O1D: 
la droite d'angle polaire 


— > repérée par rapport 

à A: 

(A, Di) = —5 + kr. 
Ona: Roth, ai) = Ret A x Ret Di. 


Za. 


Soit O2Dgz la droite d'angle polaire > 
(A, Da) = 2 + kr. 
Ona: Rot(O,, œ) = Ret D, x Ret A. 


Donc : 
Rot(O,, ae) x Rot(O;, «1) = Ret Da x Ret A x Ret A x Ret Di 
= Ret Də x Ret Dı. 


(Dj) 
Fig. 12 a. 
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Fig. 12b. 


ou + oe 

Or: (Dj, Dg) — (Di, A) + (^, Dg) — EX + kx. 
e Si aœ; + œa Z 2km, les droites Dı et Da n’ont pas méme direc- 
tion et se rencontrent en un point o. Le produit est une rota- 
tion de centre o et d'angle 2(D;, D2) = a, + a, (n? 4). 
e Sia, + œ = 2kn, Dı et Do ont même direction. Le produit 
est une translation de vecteur 2V, le vecteur V étant le vec- 
teur translation perpendiculaire aux deux droites et transformant 
D, en Ds (n? 3). 

Théorème. — Le produit de deux rotations planes de 
centres distincts et d'angles a, et a, est : 
e une rotation plane d'angle a, + a, si a, + à, Á 2km; 
e une translation si a, + a, = 2kn. 

Remarque. Ce produit n'est pas commutif. Si l'on permute les 
deux rotations du produit, le centre de la rotation produit 
(x1 + œ FÁ 2kx) est le symétrique de o par rapport à O,0, ; 


— 
si %4 et z, = Zë, le vecteur de la translation produit est — 2V. 


EXERCICES 


308. Quel est le produit de deux rotations dans l'espace (D, œ) et (D', œ') ? 
‘ 1» où les deux axes sont parallèles. 


309. Un déplacement transforme un point donné A en un point B et le point B 
^n A, Montrer que ce déplacement est un retournement et que le milieu O de AB 
v» Lun point double de la transformation. 


310. Soient Mi l'homologue de M dans un retournement d'axe (D1) et Me 
! homologue de M dans un retournement d'axe (D2). Ensemble des points M tels 
1,10 M3Me ait une longueur donnée I. 
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311. Soient M4 et Ma les homologues d'un point M dans deux retournements 
d'axes concourants (D1) et (Da). Ensemble des points M tels que M1 et M2 soient 
alignés avec un point donné A. 


312. En décomposant les transformations en produits de retournements 
étudier le produit des trois déplacements suivants (géométrie plane) : 


N — 
19 une translation AB, 
29 une rotation (O, a), 


, = 
30 une translation BA. 


313. On donne un triangle ABC. Déterminer l'angle « d'une rotation de 
centre A et l'angle B d'une rotation de centre B de telle facon que C soit invariant 
dans le produit de ces deux rotations effectuées dans l'ordre indiqué. 


Décomposer les trois rotations suivantes en produits de retournements : (A) 
de centre A, d'angle 2(AC, AB) ; (B) de centre B, d'angle 2(BA, BC) ; (C) decentre ' 
C, d'angle 2(CB, CA). Montrer que le produit de ces trois rotations est la transfor- 
mation identique. 


314. On considère deux droites Di et De et leur perpendiculaire commune 
O102, Où étant sur Di et Os sur Da. Par le milieu Ï de O4Os on mène D'i parallèle 
à Dı et Dis parallèle à Ds. Soient u'u et v'v les bissectrices de l'angle (D'1, D'a). 

19 On oriente les droites Du et Da. Quels sont les transformés de l'axe 


3 
D4 dans les retournements d'axes u'u et v'v ? 

29 Soit A un point donné sur D» distinct de Os. Trouver deux produits de deux 
retournements qui transforment chacun Dy en De de façon que O; se transforme 
en A. [On fera intervenir les médiatrices de O2A qui rencontrent u'u et v'v]. 

Pour chacun de ces 2 produits de deux retournements, préciser la position des 
axes A1 et Aa des rotations-produits. 


315. Montrer que : 


19 L'ensemble des rotations planes de même centre est un groupe commutatif. 

29 L'ensemble des rotations dans le plan n'est pas un groupe. 

3e L'ensemble des rotations d'axe donné est un groupe commutatif. 

49 L'ensemble des rotations dont les axes sont issus d'un méme point est un 
groupe. 


CHAPITRE 24 


SYMÉTRIES 


I. SYMÉTRIE PAR RAPPORT A UN POINT 


1. Définition. 


Étant donné un point fixe O, si, à un point M on fait 
correspondre le point M' tel que O soit le milieu de MM', 
on définit une transformation ponctuelle appelée symétrie 
de centre O. 


Elle sera notée: symétrie (O) 
ou So. 

Le centre O est le seul point N 
double de la transformation. Cette \ 
transformation est involutive car le AE 
transformé de M' est M. c+ ~~ 

Si M décrit une figure (F), M' M 
décrit une figure (F') dite symétrique Fig. 1. 
de (F) par rapport à O. 


2. Propriétés. 


1° En Géométrie plane, une symétrie de centre O est une 
rotation de centre O et d’angle x. C’est donc un déplacement. 


29 En Géométrie dans l’espace, une symétrie de centre 
O n’est pas un déplacement. Sinon, cette transformation ayant 
un point double O, serait une rotation autour d’un axe passant par 
O (ch. 22, n° 3). Il existerait alors une infinité de points doubles. 
Ce qui n'est pas. Il est immédiat que MN = M'N'. C'est donc une 
isométrie. 


Dans l’espace, une symétrie par rapport à un point est 
un antidéplacement. 
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3. Produit de deux symétries par rapport à deux points. 


Soient O1 et Oa deux points 
fixes distincts. M; le symétrique 


M, de M par rapport à O1 et M2 le 
A symétrique de Mı par rapport 
» \ à Os. On a: 
⁄ \ ——- — 
Á \ MM; = 2 O M:I 
0, Z N 0, — == 
K Ñ et ` MM? = 2M:Os; 
Fa X —— —— ——— 
KA \ d’où MM, = MM: + M1Ms 
fy x — ——— 
e \ == 2(O1M; + M40) 
——- —— 
M M, MM == 2 0102. 
Fig. 3. M se transforme en M2 
dans la translation de vecteur 
-—— 
2.0102. 
Théorème. — Le produit de deux symétries par rapport 


à deux points distincts est une translation. 
—— 
So, x So, = Tr(2 0102). 


Remarques. Si O1 et O2 sont confondus, le produit des deux 
symétries est la transformation identique. 


— 
Ce produit n’est pas commutatif : So, x So, = Tr(2 0201). 


Réciproquement, soit une translation de vecteur V et 
V 


deux points O1 et Os tels que ` O10» = p 


Le théoréme direct donne : 


RS . 
So, X So, = Tr(2 0102) = Tr(V). 


— 

Théorème. — Une translation de vecteur V se décom- 

pose d'une infinité de maniéres en un produit de deux 
— 


—— 
symétries de centres O) et Os tels que 0102 = s 
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Il. SYMÉTRIE PAR RAPPORT A UN PLAN 


4. Définition. 

Étant donné un plan fixe 
(P), si, à un point M on fait 
correspondre le point M' tel 
que le plan (P) soit média- 
teur du segment MM', on 
définit une transformation 
ponctuelle appelée symétrie 
par rapport au plan (P). 

Elle sera notée: Symétrie 
(P) ou Sp. 

Le plan (P) est dit plan de 
symétrie. 

L'ensemble des points 
doubles est le plan (P). 

Cette transformation est 
involutive. 

Si M décrit une figure (F), Fig. 4. 
VU décrit une figure (F^) symé- 
trique de (F) par rapport au 
plan (P). 


5. Une symétrie par rapport à un plan n'est pas un 
déplacement. 


En effet : trois points A, B, C non alignés de (P) sont confondus 
avec leurs homologues A', B', C'. Or, le seul déplacement ayant 
trois points doubles non alignés est la transformation identique. 
Deux points homologues M et MI étant distincts [si M n'est pas 
dans le plan (P)], la symétrie par rapport à un plan n'est pas un 
déplacement. Soient alors deux autres points homologues N et 
N', I et I'les points d'intersection de MM' et NN' avec le 
plan (P). 

Dans le plan MM'N'N, MN et M'N' se correspondent dans 
le retournement d'axe II'. La distance de deux points M et 
N est égale à la distance de leurs homologues M' et N'. La 
symétrie par rapport à un plan est donc une isométrie. 
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Une symétrie par rapport 
à un plan est un antidépla- 
cement. 


Remarque. Dans un plan 
donné, un retournement d'axe (D) 
est aussi une symétrie par rapport 
à un plan passant par (D) et 
perpendiculaire au plan donné. Ce 
retournement plan est un anti- 
déplacement (ch. 23, n? 2). 


Fig. 5. 


6. Produit de deux symétries par rapport à deux plans 
parallèles (P) et (PA. 


Soient M; le symétrique de M par rapport à (P1), Ma le symé- 
trique de Mı par rapport à (P2), I: le milieu de MM; et I» le 
milieu de Mi Ma On a: 


Fig. 6. 
——- — —— — 
MM; = 21:Mi, MiMo = 2Mils; 
ER — — > > > 
d’où MMs = MM: + MiMo = 2(hMi + Mile), 


_ > _ > 
MM: = 2IHE. 


_ > 
M se transforme en Ma dans la translation de vecteur 2.1412. 
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Théorème. — Le produit de deux symétries par rapport 
4 deux plans parallèles est une translation. 


V désignant le vecteur-translation perpendiculaire à (Pi) et 
(Ps) et transformant (P1) en (P2), la translation-produit a pour 
vecteur directeur : 2V. S 

Sp, X Sp, — Tr(2V). 

Ce produit n'est pas commutatif, car l'application du théoréme 

précédent donne : 


Sp, x S», = Tr (— 2V). 


Réciproquement, soit une translation de vecteur V. Con- 
sidérons un plan (P1) arbitraire mais orthogonal à V et le plan 


(P2) déduit de (P1) dans la translation la D'après le théorème 
direct, on a : 


=> 


Sp, X Sp, = GË = Tr(V). 
— 
Théorème. — Une translation de vecteur V peut se 
décomposer d'une infinité de manières en un produit de 
deux symétries par rapport à deux plans. Les deux plans 


— 
de symétrie sont perpendiculaires à V, le second se déduit 
— 


du premier dans [a translation u 
7. Produit de deux symétries par rapport à deux plans 

sécants (P,) et (P.). 

Les droites MM; et M1M2 sont perpendiculaires aux plans 
(P1) et (P>) respectivement et, par suite, à (A) arête du dièdre 
(Pi P2). (A) est donc perpendiculaire au plan (R) des droites 
MM: et M1Mo. Soient (Di) et (D2) les intersections du plan 
(R) et des plans (P1) et (P2). 

Dans le plan (R), M» est le transformé de M dans le produit : 

Ret Ds x Ret Di. 
Donc M2 est l'homologue de M dans la rotation d'axe (A) 


-> 
et d'angle 2(D,, D.) = 2(P,, A, Pj). 
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L'angle (Di, D2) est l'angle 
de la rotation d'axe (A) trans- 
formant (P1) en (P2). 

Théoréme. — Le produit 
de deux symétries par rap- 
port à deux plans sécants 
est une rotation autour de 
leur intersection. 


Sr, X Sr, = Rot[A, 2(P1, À, Po). 

Remarques. 19 Si (P1) et 
(P2) sont perpendiculaires, le 
produit : Sp, x Sp, est un 


? 
l 
£ 


retournement d'axe (A). 
Fig. 7. 


29 En général, ce produit n'est pas commutatif : 
Sp, X Sp, = Rot[A, 2(P,, A, P,)]. 
Il est commutatif si (P4) et (P5) sont perpendiculaires. 
Réciproquement, soit une rotation d'axe À, d'angle œ, (P1) 
un plan arbitraire passant par A, et (P2) le plan tel que: 
(P, A, Po) = i On a: 


Sp, X Sp, = Rot[A, 2(P;, À, Pal = Rot[A, zJ. 


Théorème. — Une rotation (^, a) peut se décomposer 
d'une infinité de maniéres en un produit de deux symé- 
tries par rapport à deux plans passant par l'axe de rota- 
tion. Le second plan de symétrie se déduit du premier dans 


la rotation (^. 2) 


8. Produit de deux symétries par rapport à un plan et 
un point. 


Soient (P) et O un plan et un point donnés ; M un point quel- 
conque, M4 son homologue dans la symétrie par rapport à (P), 
Ms l'homologue de M; dans la symétrie par rapport à O. 
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un plan (P) (fig 7). 

Le plan MM: Ma passant 
par MM; est perpendiculaire à 
(I) et contient la normale OX 
à! plan (P) menée par O. OX 
rst une droite fixe. 

MM est parallèle à OI du 
plan (P) car O ec I sont les 
milieux de MM et MM. 


OX est donc médiatrice de 


l° Le point O appartient M, 
Á 


IN 
IW 
IA 
I 

i 

i 


| 
I 
I 
. 
M 


MM2. Fig. 8a. 2 
Ma est donc l'homologue 
le M dans le retournement d'axe OX. 
So X Sp = Ret(OX). 
Théorème. — Le produit de deux symétries par rap- 


port à un plan et un point de ce plan est un retournement 
dont l’axe est perpendiculaire à ce plan en ce point. 


M, Remarque. Les transfor- 

SP So mations : So, Sp, Ret(OX) sont 
DU CÁO involutives. On peut faire le 
M M schéma ci-contre qui montre 


que : 
S. X Sp = Spx So = Ret(OX). 


Ret ox 


Le produit des deux 
symétries est commutatif. 

2° Le point O est 
hors du plan P. 

Soit O' un point du 
plan P et O'X la perpen- 
diculaire en O' à ce plan 
(lig. 8 b). 

On a: 

So X Sp 
So X So: X So X Sp 


—— 
: Tr(20'O) x Ret(O'X). 
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Théorème. — Le produit de deux symétries par rapport 
à un plan et un point est un déplacement. 


Ce produit n'est pas commutatif, car : Tos 
Sp X So = Sp x So x SY x So = Ret(O'X) x Tr(2.00/) 


9. Comparaison des figures symétriques d'une figure 
donnée. 


Dans les produits de symétries étudiés dans ce chapitre, si M 
décrit une figure (F), M1 et M2 décrivent des figures (F1) et (Fa). 

1° L'étude du n? 3 montre que deux figures (F) et (F2) symé- 
triques d'une figure (F1) par rapport à deux centres distincts 
sont égales, car (F) et (F2) sont homologues dans une translation, 

29 Les n% 6 et 7 montrent que deux figures (F) et (F2) symé- 
triques d'une figure (Fi) par rapport à deux plans distincts 
sont égales car (F) et (F2) sont homologues dans une translation 
ou une rotation. 

39 Le n? 8 montre que deux figures (F) et (Fg) symétriques 
d'une figure (F) par rapport à un plan et par rapport à un point 
se correspondent dans un déplacement. 


Théoréme. — Toutes les figures symétriques d'une 
méme figure par rapport à des plans ou à des points sont 
égales entre elles. 

On peut donc dire, à un déplacement près, fa figure symétrique 
d'une figure donnée sans préciser s'il s'agit d'une symétrie par 
rapport à un plan ou un point. 


Ill. ÉLÉMENTS DE SYMÉTRIE D'UNE FIGURE 


10. Définition. 


Une figure ad met un centre, un plan ou un axe de symé- 
trie, si elle est invariante dans son ensemble dans une 
symétrie par rapport à ce centre, ce plan ou dans un 
retournement par rapport à l'axe. 


Des théorémes précédents, il résulte que : 
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e Si une figure a deux plans de symétrie perpendiculaires, elle 
4linet leur intersection comme axe de symétrie (n° 7). 

e Si une figure a deux axes de symétrie concourants et perpen- 
idicuilaires elle en admet un troisième qui forme avec les deux 
autres un triédre trirectangle (ch. 23, n° 4). 

e Si une figure a trois plans de symétrie formant un trièdre tri- 
icctangle, elle admet les arêtes de ce trièdre comme axes de symé- 
tric et le sommet du triédre pour centre de symétrie. 


11. Couple de droites D et D'. 


a) D et D’ sont parallèles (fig. 11 a). 


Plans de symétrie : le plan P 
des deux droites; tout plan per- 
pendiculaire à D et D'; le plan 
perpendiculaire à P le long de x'x 
“quidistante de D et D’ dans le 
plan P. 

Axes de symétrie : la droite Fig. 11a. 
vx; toute droite de P perpendi- 
culaire à D ; les perpendiculaires à P en un point quelconque de 
Cx 

Centres de symétrie : tous les points de x'x. 


b) D et D' sont concourantes en O (fig. 11 b). 


Plans de symétrie : le plan P des 
deux droites ; les plans perpendi- 
cnlaires à P le long des bissectrices 
v v et y'y de l'angle (D, D^. 

Axes de symétrie : x'x, y'y ; la 
perpendiculaire en O à P. 

Centre de symétrie : le point O. Fig. 11 b. 


c) D et D' sont quelconques (fig. 11 c). 

Soit OO' leur perpendiculaire commune. 

Appliquons à D' une -symétrie par rapport au plan P 
médiateur de OO, suivie d'une symétrie par rapport à l'un des 
plans bissecteurs du dièdre (D, OO’, D") (le plan R par 
exemple). La droite D’ se transforme en D. L’intersection x'x 


288 GÉOMÉTRIE 


des plans P et R est donc un axe 
de symétrie pour D et D’. 


Axes de symétrie : 


e les bissectrices Aix et vu de 
l'angle des paralléles à D et D' 
menées par le milieu I de OO' ; 
e la perpendiculaire commune 


OO. 


Fig. 11 c. 


12. Couple de plans P et P'. 


a) P et P' sont parallèles. 

Plans de symétrie : le plan R équidistant de P et P' ; tout plan 
perpendiculaire à P et P'. 

Axes de symétrie : toute droite du plan R ; toute perpendicu- 
laire à P. 

Centres de symétrie : tout point du plan R. 


b) P et P' se coupent suivant une droite D. 


Plans de symétrie : tout plan R perpendiculaire à D ; les plans 
bissecteurs du diédre (P, D, P^. 

Axes de symétrie : la droite D ; les droites des deux bissecteurs 
perpendiculaires à D. 

Centres de symétrie : tous les points de D. 


13. Triangle équilatéral. 


Plans de symétrie : e plan du triangle ; les trois plans média- 
teurs des cótés. 
Axes de symétrie : les trois hauteurs. 


14. Cube. 


Plans de symétrie : 
les trois plans médiateurs des arétes paralléles ; 
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les six plans contenant deux arêtes parallèles non dans une 
méme face du cube. 
Axes de symétrie : 


En associant deux à deux ces plans de symétrie nous obtenons : 

les trois droites joignant les centres des faces opposées ; 

les six droites joignant les milieux des arêtes parallèles non dans 
une méme face ` 


Centre de symétrie : le point d'intersection des diagonales. 


15. Tétraédre régulier. 


Rappelons les propriétés classiques suivantes : 

les arétes opposées sont orthogonales ; 

les droites joignant les milieux des arétes opposées leur sont 
perpendiculaires. 

Plans de symétrie : 

les six plans médiateurs des arêtes. 


Axes de symétrie : 


les trois perpendiculaires communes aux couples d’arêtes 
opposées. 


EXERCICES 


Symétrie, 


316. Étant donné un triangle ABC, on effectue successivement une rotation de 
-> -> r — 
-entre A et d'angle (AB, AC), puis une rotation de centre B et d'angle (BC, BA) 
— — 
ct enfin une rotation de centre C et d'angle (CA, CB), Démontrer que le produit 
‘le ces trois rotations est une symétrie par rapport à un point. 


317. Démontrer que si une figure admet deux plans de symétrie rectangu- 
laires, elle admet un axe de symétrie ; si une figure admet trois plans de symétrie 
rectangulaires deux à deux, elle admet trois axes de symétrie et un 'centre de 
ymétrie. 


318. Si une figure admet un plan de symétrie et un axe de symétrie, elle 
'dmet un second axe de symétrie. 


319. Quel est le produit d'une symétrie par rapport à un point et d'une trans- 
lation ? 


320. Démontrer que les perpendiculaires abaissées des centres des cercles 
exinscrits sur les trois côtés d'un triangle sont concourantes. 


10 
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321. Inscrire dans un quadrilatère un parallélogramme dont on donne le 
centre. 


322. Construire un triangle connaissant les trois médiatrices et un point de 
l'un des côtés. 


323. Construire un polygone connaissant les milieux des côtés. (On distin- 
guera deux cas suivant que le nombre des cótés du polygone est pair ou impair.) 


324. Surune droite donnée dans un plan, trouver un point tel que les tangen- 
tes menées de ce point à deux circonférences données soient également inclinées 
sur la droite. 


325. On donne deux points À et B d'une méme côté d'une droite xy. Trouver 
~ — 
sur cette droite un point M tel que AMx — 2BMy. 


326. Étant donné un plan (P), un point O de ce plan et la perpendiculaire (D) 
en O au plan (P), montrer que le produit de deux quelconques des transformations 
suivantes : So, Sp, Ret(D) est la troisième et que le produit est commutatif. 


327. On désigne par Sg une symétrie par rapport à un point O, par Sp une 
symétrie par rapport à un plan P, par Ret D un retournement autour d'une droite 
D. : 

Le problème a pour objet l'étude du produit de deux de ces transformations ; 
dans chacun des cas proposés, on indiquera si le produit est ou n'est pas commutatif. 


A. Étude du produit : Ret D X So. 

Démontrer que : 

19 si le point O est sur D, ce produit est une symétrie par rapport à un plan ; 

29 si le point O n'est pas sur D, ce produit peut étre considéré comme le pro- 
duit d'une symétrie par rapport à un plan et d'une translation. 


B. Étude du produit Sp x Ret D. 


Démontrer que : 

1° Si la droite D est perpendiculaire au plan P, ce produit est une symétrie par 
rapport au point O oü D rencontre P ; 

29 Si la droite D est dans le plan P, ce produit est une symétrie par rapport à 
un plan ; 

39 Si la droite D est parallèle au plan P, ce produit peut être considéré comme 
le produit d'une symétrie par rapport à un plan et d'une translation ; 

49 Si la droite D est oblique par rapport à P, ce produit peut étre considéré 
comme le produit d'une symétrie par rapport à un plan et d'une rotation. 


328. Démontrer que : 

19 L'ensemble des symétries par rapport à un point quelconque n'est pas un 
groupe. 

29 L'ensemble des symétries par rapport à un plan quelconque n'est pas un 
groupe. 


329. Déterminer les transformations géométriques qui font coincider un 
rectangle avec lui-méme. Montrer qu'elles forment un groupe commutatif de quatre 
éléments. 


Pour étudier le produit de deux de ces transformations, qu'on désignera par 
L So, Sp, SA, on dressera le tableau suivant (table de multiplication) : 


GÉOMÉTRIE ORIENTÉE - TRANSFORMATIONS 291 


et on écrira le résultat des produits S;S; à l'intersection de la ligne S; et de la colonne 
NE 

330. Déterminer les transformations géométriques qui font coïncider un 
triangle équilatéral avec lui-même. Montrer qu'elles forment un groupe. 


Comme dans l'exercice précédent on dressera la table de multiplication. 
Ce groupe est-il commutatif ? 


331. Même exercice que ci-dessus en remplaçant le triangle équilatéral par 
un carré. 


CHAPITRE 25 


HOMOTHÉTIE 


I. HOMOTHÉTIE 
1. Définition. 


Étant donnés un point fixe O et un nombre réel k non 
nul, l'homothétie est la transformation ponctuelle qui, à 
un point M quelconque, associe le point A tel que : 


—— — 
OM' = k.OM. 
Si M décrit une figure (F), M' décrit une figure (F') homo- 
thétique de M. 
Cette définition entraine 
— — 
a) l'alignement des points O, M, MI (vecteurs OM et OM' 
colinéaires) ; 
b) le rapport constant des longueurs OM et OM, 


Le point O est le centre d'homothétie ; le nombre k, le 
rapport d'homothétie. 

Une homothétie de centre O et de rapport k se note : homo- 
thétie (O, k) ou % (O, k). 


ko 4 k«o 
M M M 
M , o 
0 OM — 
Fig. 1. 


cóté du centre O. 

Si k > 0, l'homothétie est positive ; M et M ` sont du méme 
cóté du centre O. ` 

Si k < 0, l'homothétie est négative ; M et M' sont de part et 
d'autre du centre O. 
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Si k — 1, l'homothétie est la transformation identique. 

Si k = — 1, l'homothétie est une symétrie de centre O. 

La Hagstormeuga réciproque de l'homothétie (O, k) est 
l'homothétie (o. z): | 

L'homothétie est involutive si: À = > ou À = + 1. 

Un point U sera un point double dans l’homothétie si : 

> — — — 

OU = KOU ou (1 — k)OU = 0. Donc: 


e Si k — 1, cette relation est vérifiée quel que soit U : tous les 
points sont conservés ; 


— 
e si k = 1, cette relation est vérifiée pour OU = 0. Le centre O 
est le seul point double. 
2. Propriété caractéristique des figures homothétiques. 
Soient (F) et (F') deux figures homothétiques dans l'homo- 
— 


thétie (O, k), AM et AM’, deux vecteurs homologues quelcon- 
ques. 


— — 
On a OA’ = k.OA 

— — 

OM’ = ROM ; 

— — — — 
d'oü OM’ — OA’ = k(OM — OA) 
vt — —— 

A'M' — kAM. 


—— —— 
Les deux vecteurs A'M' et AM sont donc paralléles et 
dans le rapport d'homothétie k. 


Réciproquement : 


Soient deux figures (F) et 
(F) A et A' des points 
donnés de (F) et (F^). Sup- 
posons qu'il existe une cor- 
respondance biunivoque 
entre les points M de (F) et o . 
les points MI de (F') telle — *«4—---—----——- 
que : 
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k étant un nombre réel constant différent de 1. 
(Si k = 1, les deux figures se déduisent l'une de l'autre par 
translation). Sur la droite AA', il existe un point unique O, tel que 


— — 
OAI = SOA. 


On peut donc écrire : 
— — _ > — — — — 
OM = OA' + A'M' = ROA + RAM = k(OA + AM); 
— — 
OM = kOM. 
Les points M et M' se correspondent donc dans l'homothétie 
(O, k). 
Donc, schématiquement (k = 1): 
— — 
(F^) => A'M’ = KAN 


(F) JF (0, k) 


Théoréme. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour que deux figures (F) et (F') soient homothétiques, 
est que les vecteurs homologues soient parallèles et dans - 
un rapport constant. 


3. Tangentes à deux courbes Soient (C) et (C) 
homothétiques. 


deux courbes homo- 
logues dans l'homo- 
thétie (O, k), M et N 
deux points de (C), M’ 
et N' les points corres- 
pondants de (C^. Les 


vecteurs MN er M'N’ 
sont parallèles (n° 2). 


Lorsque N tend 
vers M en se déplaçant 
sur la courbe (C), N' 
tend vers M' en se 
déplaçant sur la courbe 
(C). 
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Si MN admet une position limite MT tangente à la courbe (C) 
au point M, M'N' constamment parallèle à MN, admettra une 
position limite M'T' parallèle à MT qui sera la tangente à la courbe 
(C) en M. 

Si deux courbes (C) et (C') sont homothétiques, et si 
l'une d'elles admet une tangente en un point M, la courbe 
(C') admet une tangente en M', paralléle à la tangente en 
M. 


4. Angle de deux courbes. 


Si deux courbes (C1) et (C2) se coupent en un point M où elles 
admettent chacune une tangente, l'angle des deux courbes est 
par définition, l'angle de leurs tangentes en ce point. 


T; 


n 


-m 
_ 
-—— 


C.) C.) 


Fig. 4. 


Soient (C'1) et (C'a) les courbes déduites de (C1) et (Cg) dans 
l'homothétie (O, k). Si les courbes (C1) et (C2) se coupent en un 
point M où elles admettent des tangentes MT; et MT», (C'1) et 
(C'ə) se coupent en un point M' et y admettent des tangentes M'"T", 
et M'T'2 parallèles à MT; et MT». 

Les courbes (C1) et (C2), (C'1) et (C'a) se coupent respective- 
ment sous le méme angle. 

L'homothétie conserve les angles. 


Exercice. En utilisant la dérivée vectorielle de OM, démontrer les 
théorèmes des n° 3 et 4. 

Conséquence. Si deux courbes sont tangentes en M, une 
homothétie les transforme en deux courbes tangentes en M' homo- 
logue de M. 
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5. Produit de deux homothéties. 


Soient (F) une figure donnée, (F,) son homologue dans 
l'homothétie (O;, kı), (F;) l'homologue de (F,) dans Thoma, 


® thétie (O4, k), AM un 
A M vecteur quelconque de 
VSS. JA. — —— 
pte ' (B) AM, et AM, 
À `A, @ N Pa vecteurs correspon- 
` » M, ants de (F,) et (F,). 
NAIS S EIN On a (n° 2) 
AA den" ` SQ A ———- — 
AT Me ` `` AM, = k,AM 
ps MUN / how b ——— ——— 
PNR y. BLE I A CORRE het AM, = k,A,M, ; 
0; x el D d'où 
Fig. 5. PE 


— — 
AM. = k.k AM. 


Si k,k, = 1, les deux figures (F) et (F,) se déduisent par 
translation. | 


Si k,k, Z 1, les deux figures (F) et (F,) sont homothétiques 
dans le rapport kk, (n° 2). 


Soit c le centre de cette homothétie ; c’est le point double de la 
transformation. Si o, est l'homologue de œ dans l'homothétie 
(O kı) œ doit être l'homologue de œ, dans l'homothétie (O, ka). 
On doit donc avoir 


—— —- . 
O10, = £k, O œ, (1) 
— — 
et Oso = Ra Oso,. (2) 
=> > — 
Or, Oso = O,O, + O,o, 


— — —— ——— —— 
O50, = 0,0, + O40, = 0,0, Ee? 
(2) s'écrit donc : 
— — —— —— 
O40, + 0,0 = &,(0,0, + k,O,e), 
et 


— — e ————- 
(1 — &&;)O,o = (k, — 10,0, = (1 — k)O,O,. 
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A 1 k, RA 
Dan =7=7 f 010 (3) 
— _ > 


Les vecteurs O,wœ et O,0, sont colinéaires ` les trois centres 
d'homothétie sont alignés. 

Le produit de deux homothéties de rapport kı et ko est 
une homothétie de rapport kiko et les centres d'homothétie 
sont alignés. 


Remarques. 

: pane k, —k,) — 

1° La relation (1) donne : O,e, = —— 0,0.. 

1— kik; 

29 Supposons que l'on permute l'ordre des homothéties. Soient A! M’, 
l'homologue de AM dans l'homothétie (Oa, ka) et A',M', homologue de 
A: MI, dans l'homothétie (O,, EA. 

On aura : 

— -> — ————- 
ATM = RAM et A'M', = k;A'oM'o; 


——— -> _ > 
Pou A'M’, = k,k,AM = A,M,. 


Les figures (F3) et (F' ,) sont égales et l'on passe de l'une à l'autre par une 
nanslation. 

Soit o' le centre de l'homothétie produit; on aura, en échangeant O, 
ct O,, k, et ka dans (3): 


Usu 
YO c 1— kk, p 
H zig c — —— 1— k, — 
OD = 0,0, + Dag = 0,0, — — —- 0404 
1— kiks 
RQ — ke) —— 
Ov’ = Di 2) 0,0, = Ojo, 


` 4—hk, 
« est donc confondu avec c,. 

Le produit de deux homothéties n'est pas commutatif. 

Les centres ne seront confondus que si k, ou R, égalent 1, l'une des 
l'omothéties est alors la transformation identique. 


— — 
3° Si k,k, = 1, AM = A,M,, le centre d'homothétie est rejeté à 
l'infini. Le produit de deux homothéties de rapports inverses est 
— 
une translation de vecteur AA.. 


Pour déterminer ce vecteur-translation, supposons que le point A se 
1 


touve en O, et posons k, = E 
1 
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Dans la première homothétie (O,, kı), O, est un point double donc À, 
—o 
homologue de A est en O, et le vecteur translation est : O,A,. On a: 


— — — 

O;A; = 0,0, T O,A, (3) 

— — 1 = 
et SA, = GÀ, = — 0:0: 

1 

— — 

(3) s'écrit donc : OA, = ( => x) 0,04. 
k, 


C'est le vecteur translation cherché. 


6. Produit d'une homothétie et d'une translation. 


Soient (F) une figure plane, (F') son homologue dans l'homo- 
thétie (O, k) et (F") l’homologue de (F') dans la translation (V). 


o! 
641 


Fig. 6. 


— —— ——- 
Si AB est un vecteur quelconque de (F), A'B' et A"B" les vec- 
teurs correspondants de (F^) et de (F^), on a: 


— -> 
A'B' = k.AB 


— — 

et A'B' = AR: 
— — 

d’où A'B" = AAR 


Les deux figures (F) et (RT) sont donc homothétiques, puisque 
leurs vecteurs homologues sont parallàles et dans un rapport constant. 


GÉOMÉTRIE ORIENTÉE - TRANSFORMATIONS 299 


Le centre d’homothétie est point double de la transformation ; 
soit œ ce point. Si & est l'homologue de œ dans l'homothétie 
(O, k) 


— — 
Ow = k.Oo, n 
œ doit être l'homologue de o! dans la translation (V) 
— > 
wo = V ; 
— — — — — E 
d’où Oc! = k Oc = Oo + oo! = Oo — V, 
v 
— 
et Oo = TER 
n D D . ` => I4 
relation qui fournit la position de œ sur la parallèle à V menée 
par O. 
Remarque. Si l'on permute l'ordre des transformations, on aura 


— > — —X 


A'B'— AB et A'B'—RkA'B 
ce qui entraîne encore 
— — 
A'B” = k.AB. 
Le produit est encore une homothétie de rapport k, son centre o, est 
tel que 
—— ES _ > — 
wow, =V et Ow, =k Ov’, 


od exo weil TES 


m 
et — kV 
1— k 
c et o, sont donc distincts (w, n’est autre que le point oi du raisonnement 
précédent). 
Le produit d'une homothétie et d'une translation n'est pas commutatif. 


Le produit d'une homothétie positive et d'une transla- 
tion est une homothétie, 


7. ‘Groupe des homothéties-translations. 


Considérons l'ensemble des homothéties et des translations 
muni de l'opération produit. 


Propriétés du produit, 


1° C'est une opération interne car : 


e le produit de deux homothéties est une homothétie ou une trans- 
lation 
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e le produit de deux translations est une translation ; 
e le produit d'une homothétie et d'une translation (ou inverse- 
ment) est une homothétie 

20 La transformation identique I est l'élément neutre. 

39 A chaque transformation T de l'ensemble correspond une 
transformation réciproque T7! : T x T^! = I. 

L'ensemble des homothéties-translations muni de 
l'opération produit a la structure de groupe. 


Remarque. — Ce groupe n'est pas commutatif. 


8. Homothétie de centres distincts et de rapport donné. 


Appliquonsà une méme 
VN Ma figure (F) deux homothéties 
N Kä m si (O1, À) et (Os, k) de centres 

Ne M Big distincts et de même rapport. 
E og `< Soient A et M deux 
<" N F) NG E) points de (F), A1 et M; leurs 
. homologues sur (F1), As et 
R< Ma leurs homologues sur 
AN es (F2) (fig. 8). On a: 


x À A — — 
\ 2 AM: = k.AM 
\ (F) m —- 
\ 1 et A2Me = R.AM. 
\ (F1) et (F2) se correspondent 


| \ donc dans une translation de 
Fig. 8. \ ' 
A vecteur A1À». 


~ 


— — —— — 
A:rAə2 = A101 + 0102 + OzAa 
— —— — 
= k.AO1 + O102 + k.O2A 
— — — 
= O102 + k.O201 = (1 — k)O102. 
Théorème. — Deux figures homothétiques d’une même 


figure dans des homothéties de méme rapport sont égales. 


Conséquence. — Pour trouver la figure homothétique d'une 
figure donnée, on peut choisir arbitrairement le centre d'homo 
thétie puis effectuer une translation. 
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9. Figures homothétiques des principales figures. 


a) La figure homo- 
thétique d’une droite (D) M” 
qui passe par le centre 
d'homothétie est la M 
droite elle-même. 
Tout point M de (D) 
a, en effet, pour homo- 
logue un autre point M' 
de (D). 0 
Réciproquement, si 
une droite est à elle-même 
son homothétique, elle passe 
par le centre d'homothétie. 


b) La figure homothétique d'une droite (D) qui ne passe 
pas par le centre d'homothétie O est une droite parallèle. 
Soit P la projection de O sur (D). Dans l’homothétie (P, k) la 
droite (D) est conservée dans son ensemble. Dans l'homothétie 
(O, k) la droite (D) se transforme en (D^) déduite de (D) dans la 


translation de vecteur : (1 — k)PO (n? 8). 

c) La figure homothétique d'un plan (P) qui passe par 
le centre d'homothétie est le plan lui- méme. . 

Tout point M du plan a son homothétique sur OM, donc dans 
(P). 
Réciproquement, tout plan conservé dans une homothétie 
passe par le centre d'homothétie. 

d) La figure homothétique d'un plan (P) qui ne passe 
pas par le centre d'homothétie est un plan paralléle au 
plan (P). 

Il se déduit en effet du plan (P) dans une translation de vec- 
teur Il’, (I étant la projection de O sur (P)) tel que 


Fig. 9. 


— — 
II = (1— k) IO (n°38) 
e) L'homothétique d'un angle est un angle égal. 


[Choisir le centre d’homothétie au sommet de l’angle, puis 
effectuer la translation]. 
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f) L'homothétique d'un dièdre est un dièdre égal. 
[Choisir le centre d'homothétie sur l'aréte du diédre puis effectuer 
la translation]. 


10. Figure homothétique d'un cercle (C). 


a) Le centre d'homothétie est le centre C du cercle. 
À tout point M du cercle (C) correspond un point M1 tel que 
CM; = kCM = kR = Cte, 


L'ensemble des points M; est donc un cercle (C1) con- 
centrique à (C) de rayon |k|R. 


Fig. 10 a. 


b) Le centre d'homothétie est un point quelconque O. 


Si l'on prend comme centre d'homothétie le centre C du cercle, 
on obtient le cercle (C;) concentrique au cercle (C) et de rayon 
|k| R. 

Si l'on prend un point O quelconque comme centre d'homo- 
thétie, l'homothétique de (C) sera le cercle (C') déduit de (C1) 
dans la translation 

— — 
CC'= (1 — k) CO 
C'est donc un cercle de centre C' tel que 
— — 
OC' — kOC 
et de rayon |k|R. Les centres C et C' sont des points homo- 
logues. 


Si O est dans le plan du cercle (C), la translation s'effectue dans 
ce plan, et (C^) s’y trouvera également. 
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Si O n'est pas dans le plan du cercle (C), le cercle (C) se trouve 
dans un plan parallèle à celui de (C). 


Réciproquement, soient 
(C) et (CH deux cercles de 
centres C et C' de rayons R et 
R', situés dans un méme plan 
ou dans des plans parallèles. 

A tout rayon CM de (C), 
on peut faire correspondre un 
rayon C'M' parallèle et de 
même sens entre lesquels existe 
la relation. 

——— R' > 

C'M' = — CM. 

R 

Les deux cercles (C) et (C) 

sont donc homothétiques 


(no Z), dans lerapport — le 


centre est un point O tel que 


— | — Fig. 10 b. 
oc = È oC. K 


(Ce point existe si R' Z R.) = 
On peut de même au rayon CM faire correspondre le rayon 
— 
C'M' parallèle et de sens contraire, entre lesquels existe la relation 
—— R 
TMe — 7. 
C'M" = R CM. 
Les deux cercles (C) et (C^) sont homothétiques dans le rapport 
t 
— È, le centre est un point O' tel que 
—— R' —— 
O'C' = ——- O'C. 
R 
Deux cercles situés dans un même plan ou dans des 


plans parallèles, se correspondent dans deux homothéties 
Pune positive, l'autre négative (R  R'). 
Remarques. a) Si R — R',les deux cercles se correspondent: 
1) dans une translation, le centre O est rejeté à l'infini ; 
2) dans une symétrie, le centre O' est au milieu de CC. 
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b) On a = IC LE. 
OC OC 
O et o sont conjugués harmoniques de C et C' dans le 
rapport R` I 


11. Construction des centres d'homothétie de deux cer« 
cles coplanaires. 


Soient deux cercles (C) et (C^) coplanaires et inégaux de centres 
C et C’. A un rayon CM de (C) l'homothétie associe un rayon CM 
de (C^). Le point d'intersection de MM' et de la ligne des centres 


"a . — — 
est un des centres d'homothétie. Si CM et C'M' sont de méme 


— — 
sens, on obtiendra le centre d'homothétie positive. Si CM et C'M' 
sont de sens contraires, on obtiendra le centre d'homothétie 
négative. 

Si d'un centre d'homothétie, on peut mener une tangente à l'un 
des cercles, elle est tangente à l'autre car cette droite est invariante 
dans l'homothétie (n? 4). Donc, si un centre d'homothétie est 
extérieur à l'un des cercles, il est extérieur à l'autre. 

Si un centre d'homothétie est intérieur à un des cercles 
(C), il est intérieur à l'autre. Sinon, de ce centre d'homothétie, 
on pourrait mener une tangente à (C^) qui serait tangente à (C). 

La figure 11 indique la construction des centres d'homothétie 
dans les différents cas, ainsi que leurs positions par rapport aux 
cercles. 

On remarquera que si deux cercles sont tangents, le point de 
contact est centre d'homothétie positive ou négative suivant 
que le contact est intérieur ou extérieur. 


12. Figure homothétique d'une sphère. 


La figure homothétique d'une sphère est : 
_ a) une sphère concentrique de rayon |k|R, si le centre 
d'homothétie est le centre de la sphére ; 
b) une sphére déduite de la précédente par translation, 
si le centre d'homothétie n'est pas le centre de la sphére. 


Ñ 
Y AN 
— 
z; 
PQ 
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Réciproquement deux sphères (S) et (S') de centres C 
et C' et de rayons R et R' peuvent être considérées comme 
homothétiques : 


4 


a) dans une homothétie positive de rapport £ et de 
centre O, tel que E R > 
b) dans une homothétie négative, de rapport — É et de 
centre O', tel que 
—— R' => 
O'C' = — R O'C. 


A tout rayon CM de (S) on peut, en effet, faire correspondre : 
R => 


— 
a) un rayon C'M' de (S') tel que C'M' = È CM; 


—— R — 
b) un rayon C'M" de (S') tel que C'M" = —R CM. 


Remarques. Si les deux sphéres sont égales, l'un des centres 
est rejeté à l'infini, l'autre est au milieu de CC". 


La premiere homothétie devient une translation ( cc ), la seconde 
une symétrie (O"). 

Si les deux sphères sont concentriques, les centres d'homothétie 
sont confondus avec le centre commun. 

Si les centres d'homothétie sont extérieurs aux sphéres, ce sont 
les sommets de deux cônes circonscrits aux deux sphères. 


13. Homothéties de trois cercles ou de trois sphéres. 


Soient trois cercles (C1), (Cz), (Ca) situés dans un méme plan 
ou dans des plans paralléles. Il y a six centres d'homothéties des 
cercles associés deux à deux. 

Soit O; l'un quelconque de ces six centres d'homothéties. 


Le cercle (C;) est déduit de (C4) dans une homothétie (O4, k) 
[I = sl (C3) est déduit de (C,) dans une homothétie (O,, ką). 


Dans le produit de ces deux homothéties (Cs) est déduit de 
(C1) dans une homothétie (Os, k,k,), O, étant aligné avec O, et 
O, (n? 5). O, est nécessairement l'un des centres des homothéties 
transformant (C,) en (C3). 
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(C. 
Fig. 13 a. 
Si k, et R, sont de méme signe, l'homothétie produit est positive 


et si k, et R, sont de signes contraires, l'homothétie produit est 
négative. 


Fig. 13 b. 
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Théorème. — Les six centres d'homothéties de trols 
cercles pris deux à deux, situés dans un même plan ou dans 
des plans parallèles, sont trois à trois sur une droite appe- 
lée axe d'homothétie. Sur chaque axe d'homothétie il y a 
zéro ou deux centres d'homothéties négatives. 

Il existe quatre axes d'homothétie. 

Le raisonnement est valable pour trois sphéres. Les quatre 
axes d'homothétie appartiennent au plan des centres des sphéres, 


Cas particulier. 


Si (Ca) est tangent à (C1) et à (C2), les points de contact sont 
alignés avec l'un ou l'autre des centres des homothéties de (C1) 
et (C2). 


14. Aires de deux polygones homothétiques. 


Soient (T) et (T^) deux triangles homothétiques. 
Les bases BC = a et B'C' = ai, les hauteurs AH = h et 
A'H' = h' sont homologues et telles que 


d'oü 


Fig. 14. 
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Soient (P) et (P^) deux polygones homothétiques, ils peuvent 
‘lie décomposés en triangles homothétiques (T) et (T^), (T1) et 
CU a), (T2) et (To). 

On aura  . . | 

aire (I^) _ aire (T'1) aire (T'a) 

aire (T) aire (Tı) aire (T2) 
aire (P^) _ aire CU) + aire (T^1) + aire (T'g) ` 
aire (P) — aire (T) + aire (T1) + aire (To) 

Le rapport des aires de deux polygones homothétiques 
est égal au carré du rapport d’homothétie. 


= kê, 


Ei. 


d'où 


15. Volumes de deux polyèdres homothétiques. 


La figure homothétique d’un polyèdre est un polyèdre. 

Les diédres hemologues et les angles homologues sont égaux ; 
les faces des polyédres sont des polygones homothétiques situés 
dans des plans paralléles; le rapport de leurs cótés égale le module 
du rapport d'homothétie, et le rapport des aires égale le carré du 
rapport d'homothétie. 

Soient (T) et (T^) deux tétraèdres homothétiques. 


On aura : 
aire B' x h' 
volume (T) _ 3 _ aire B' ` h' 
volume (T) ` aire B xb aireB ^h 
a — 
= k2 x |k] = [k3]. 


Deux polyèdres homothétiques (P) et (P^) peuvent être décom- 
posés en tétraèdres homothétiques, (T) et CD, (T4) et (T), (Ta) 
ct (T'2) das, 

On aura 

volume (T") e volume (T'i) = volume (T'2)__ Di 
volume (T) volume (Tı) volume (T2) 
volume (1") + volume (1^) + volume (ai. volume (P') _ D 
volume (T) + volume (T1) + volume (T2) volume (P) , 

Le rapport des volumes de deux polyèdres homothé- 
tiques est égal à la valeur absolue du cube du rapport 
d'homothétie. 
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Il. APPLICATIONS DE L'HOMOTHÉTIE 


16. Construction de cercles. 


Construire un cercle passant par un point À donné et 
homothétique d'un cercle (C) donné dans une homothétie 
de centre donné O. 

Le centre œ du cercle cherché devra se trouver sur la droite 
OC qui joint le centre d'homothétie au centre du cercle donné, 

D'autre part, le point a de (C) homothétique de A sera à 
l'intersection de OA et du cercle (C), et les rayons aboutissant aux 
points homologues devront étre paralléles. 

D'où la construction : 

On méne la droite OA qui coupe (C) en a. On méne aC puis 
Ao parallèle à aC qui coupe OA au point o, centre du cercle 
cherché. 

Il y a deux solutions, une ou zéro suivant que la droite OA coupe 
le cercle (C), lui est tangente ou ne le coupe pas. 


Fig. 16. 


La construction est en défaut si le point donné est sur OC, en 
E par exemple. Le point homologue de E est e (ou e"). On prend un 
point b quelconque sur (C) et on mène par E la parallèle à eb qui 
recoupe OP en B, homologue de b. On est ramené au cas précédent. 


Il y a alors deux solutions. 
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17. Construire un cercle passant par un point donné À 
et tangent à deux droites concourantes données. 


Y 


Fig. 17. x 


Tous les cercles tangents à deux droites concourantes Ox et 
Oy admettent, deux à deux, le point de concours comme centre 
d'homothétie. On construira l'un quelconque de ces cercles (C) 
et l'on est ramené au cas précédent : on trace la sécante OA qui 
coupe (C) en a homologue de A. Le centre œ du cercle cherché est 
à l’intersection de la bissectrice Oz et de la parallèle à Ca menée 
par À. 

Il y a deux solutions si À est intérieur à l'angle xOy, une seule si 
A est sur Ox ou sur Oy. 


18. Cercle d'Euler. 


Considérons un triangle ABC, de hauteurs AA', BB', CC' de 
médianes AA", BB", CC" et soient H et G l'orthocentre et le point 
de concours des médianes de ce triangle, O le centre du cercle 
circonscrit. 

Les triangles A"B"C" et ABC donnent 
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Fig. 18. 


; 1 
Ils sont donc homothétiques dans le rapport — z et comme 


— — — 
GA" GB GC! 
toque sie = = D 
GA GB GC 
le centre d'homothétie est le point G. 
Les cercles (O) circonscrit à ABC, et (I) circonscrit à A” DICH, 


sont donc homothétiques dans l'homothétie (c. — 3)- 


Le point O est l'orthocentre du triangle A"B"C" ; il est l'homo- 
logue de H, orthocentre-de ABC et 


— 
Ge 1 2, HG 
GO = — 5 GH — KS 
d'autre part œ centre de (T) et O sont liés par la relation 
— 1 = 
Go = — 5 GO 
2 
— — — — 1 > 3 > 
d’où Ho = HG + Go = 2 GO — 3 G0 =3 O, 
—> — — — — — 
HO = HG + GO = 2 GO + GO = 3 GO, 


— 1 — 
d’où Ho = p) HO. 
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Les points w, O, H, G forment une division harmonique; 
VI est le second centre d'homothétie de (O) et (T). 

Comm: le symétrique de l'orthocentre par rapport au cóté est 
sur le cercle circonscrit, 


> > > 
HA’ HB’ HC’ 1 


> > > 
HA; HB; HC, 
ct les points A', B', C' sont sur (T). 
Il en est de même des points A”, B”, C”, milieux de HA, HB, 
1C, car 
__-> _-> —— 
HA" HB" HC” 1 
2' 


> > -> 

HA HB HC 

Théorème. — Le cercle circonscrit au triangle médian 

d'un triangle donné passe par les pieds des hauteurs de ce 

triangle et par les milieux des segments limités à l’ortho- 

centre et aux sommets. On l’appelle cercle d'Euler ou 

cercle des neuf points. 

La droite OGoH porte le nom de droite d'Euler. 


19. Théoréme de Ménélaüs. 


Soient ABC un triangle donné, (A) une sécante qui coupe les 
trois côtés (ou leurs prolongements) en M, N et P. 


l.es points À et B se correspondent dans l'homothétie (m, Va | 
MB” 

les points B et C se correspondent dans l'homothétie | N, — |; 
NC 


les points À et C se correspondent donc dans l'homothétie, 
produit des deux précédentes, de rapport 


MA NB 
MB NC 
Le centre de cette homothétie doit être aligné sur M et N 
(n? 5) et, d'autre part, doit se trouver sur AC. 
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Il sera donc situé en P et le 
PA 
rapport sera — 
PC 
On a donc 
MA NB e 
MB NG PC 
ou 
MA NB NB PC _ 4. (1) 
Fig. 19. P MB NC PA 


Réciproquement, soient trois points M, N, P situés respecti- 
vement sur les trois côtés AB, BC et CA d'un triangle ABC et tels 
que 

MA NP EC a; (1) 
MB NC PA 


Les points À et B se correspondent dans l'homothétie (m ma) ; 
MB 


les points B et C sont homologues dans l’homothétie [N =): 


NC 
A et C sont donc homologues dans l’homothétie de rapport 
MA NB 
MB NC 
Or, d'aprës (1) MA NB NB _ PA 
MB NC PC 


Cette homothétie produit est donc identique à l'homothétie 


H zx et les trois centres M, N, P sont alignés. 
PC 


Théorème, — Une condition nécessaire et suffisante pour 
que trois points M, N et P situés respectivement sur les 
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cótés AB, BC et CA d'un triangle ABC soient alignés est : 
MA NB PO , 
MB NC PA 


20. Théorème de Ceva. 


Soit un triangle ABC et un point O de son plan. Les droites 
AO, BO, CO coupent généralement les côtés BC, CA, et AB res- 
pectivement aux points M, N, P. 


NP recoupe BC en M' etle théoréme de Ménélaüs donne 


Mais le quadrilatère 
BCNPM'A est un quadrila- 
tère complet, la droite AO 
est la polaire de M’ par rap- 
port à AB et AC, la division 
(BCMM') est harmonique 
et 


MB — MB 
M'C MC 
MC NA PB 


Réciproquement, soient trois points M, N, P situés respecti- 
vement sur les trois cótés BC, CA, AB d'un triangle ABC et tels 
que 


MB NC PA, 
MC NA PB 
Menons PN qui coupe BC en M'; le théorème de Ménélaüs 


donne 
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MB M'B 
donc —=—— 
MC M'C 


AM est la polaire de M' par rapport à AB et AC et les droites 
BN et CP se coupent sur cette polaire. Les trois droites AM, BN 
et CP sont concourantes. 


Théorème. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour que trois droites AM, BN et CP d'un triangle ABC 
concoufent én un méme point est : 


MB NC PA — , 


MC NA PB 


EXERCICES 


Homothétie. 


332. Deux triangles ont leurs cótés paralléles. Sont-ils homothétiques ? 
Même question pour deux carrés à côtés parallèles. 


333. Démontrer que dans tout triangle ABC, l'orthocentre H le centre dw 
gravité G, le centre O du cercle circonscrit et le centre w du cercle d'Euler sont 
alignés et forment une division harmonique. 

Les symétriques d'un point du cercle circonscrit par rapport aux trois cótés 
sont alignés sur l'orthocentre. 


334. Lorsque trois cercles sont tangents deux à deux, les droites qui joignent 
l'un des points de contact aux deux autres interceptent dans l'un des cercles un 
diamétre paralléle à la ligne des centres des deux autres. 


335. Ensemble des centres de gravité des triangles isocéles cont l'un des cótés 
égaux est fixe. 


336. Deux cercles sont tangents en A. La tangente à l'un d'eux en un point M 
rencontre l'autre en B et C. Montrer que la droite AM est l'une des bissectrices de 


l'angle BAC. 


337. Dans le plan d'un angle xOy, on donne deux points fixes A et B. Une 
droite variable passant par À coupe Ox en M et Oy en N. La parallèle à AB menée 
par N coupe MB en P. Lieu du point P. 


338. On considére tous les cercles qui passent par deux points fixes A et B, 
Soit M le point de contact de l'un de ces cercles avec une tangente perpendiculaire 
à AB. Ensemble des centres du cercle d'Euler du triangle AMB. 


339. On donne deux cercles de diamètres AB et AC tangents en A. Par À on 
mène une sécante qui recoupe les deux cercles en B’ et C’, Ensemble du point P de 
rencontre de B'C et BC’. 
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340. Un triangle ABC a une base BC fixe et reste inscrit dans un cercle fixe. 
lluntrer que le cercle d'Euler de ce triangle reste tangent à un cercle fixe. 


341. On donne deux droites fixes (D) et (D^). Une droite variable paralléle à 
une direction fixe les rencontre en deux points B et C. A étant un point fixe, trouver 
l'ensemble des centres de gravité du triangle ABC. 


342. On considère deux cercles (O) et (O^) sécants en À et B. Par un point M 
.Arlable sur le cercle (O) on mène AM et BM qui recoupent le cercle (O^) en P et Q. 
l'ouver l'ensemble des centres de gravité du triangle APO. 


343. On joint un point A à un point M variable sur un cercle donné (O). 
I nsemble des points de rencontre de la droite AM avec les bissectrices de l'angle 
AOM. 


344. On donne deux cercles tangents en un point A. D'en point B fixe, on 
mène une sécante BMN à l'un des cercles. Les droites AM.et AN recoupent le second 
«ercle en M' et N’. Montrer que la droite M'N’ passe par un point fixe. 


345. On donne deux cercles concentriques. Par un point fixe P de l'un des 
cercles on mène la corde PA de l'un des cercles et la corde PBC perpendiculaire à 
l'A de l'autre cercle. 


Montrer que le centre de gravité du triangle ABC est fixe. 


346. On donne quatre points fixes A, B, C, D alignés et répartis dans cet 
^! dre. On considère le cercle (O) lieu des points M tels que (MA, MB) := œ et le 
. ercle (O') lieu des points P tels que (PC, PD) = — œ. 

Montrer que la droite OO' passe par un point fixe quand œ varie. ` 

Trouver l'ensemble des centres d'homothétie directe de ces deux cercles. 


347. On considère tous les cercles homothétiques d'un cercle donné par rap- 
irt à un point donné O. 

Ensemble des points de contact de ces cercles avec les tangentes paralléles à 
une direction donnée. 

Construire ceux de ces cercles qui sont tangents à une droite donnée ou à un 
| ercle donné. 


348. Dans un triangle ABC, la bissectrice intérieure de' 'angie A rencontre 
^n | le côté opposé et en D le cercle circonscrit. Trouver le lieu du centre de gravité 
(le ces triangles quand ils varient de manière que A, l et D restent fixes. 


349. On donne un cercle (O) et un point A fixe de ce cercle. Trouver le lieu 
lui centre de gravité des triangles ABC inscrits dans ce cercle et dont la base BC a 
une longueur fixe. 


350. On donne un cercle (O) et deux points A et B situés sur un même dia- 
metre, On considère un diamètre variable PQ. Les droites AP et BQ se coupent en 
un point M. Lieu du point M. 


351. Inscrire un carré dans un triangle ou dans un demi-cercle, un cóté du 
ré étant dirigé suivant la base du triangle ou le diamètre du demi-cercle. 


352. Construire un triangle connaissant l'angle A et les longueurs des médianes 
': latives aux côtés de l'angle A de ce triangle. 


353. Construire une circonférence passant par deux points donnés et tangente 
; une droite donnée. 
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354. Étant donnés un point O et un cercle fixe (C) ne passant pas par O, mener 
une sécante OAB telle que 


k étant un nombre relatif donné. 


355. On considére toutes les sphéres inscrites dans un cóne de révolution 
donné et les plans tangents à ces sphéres paralléles à un plan donné. Trouver le lieu 
des points de contact. 


356. A toutes les sphères tangentes à un plan donné en un point donné, on 
méne les tangentes paralléles à une droite donnée, Ensemble des points de contact. 


357. Ensemble des centres des homothéties de rapport donné k, qui à una 
droite donnée (D) font correspondre une droite rencontrant une autre droite 
donnée (D^. 


358. Ensemble des centres des homothéties qui à trois points donnés A, B et 
C font correspondre trois points situés dans trois plans donnés. 


359. Démontrer que : 


L'ensemble des homothéties n'est pas un groupe. 
L'ensemble des homothéties de centre donné est un groupe commutatif. 


360. L'objet du probléme est l'étude de quelques propriétés d'une transfor- 
mation ponctuelle T définie en Géométrie plane par les éléments suivants : 

une droite fixe (D) et deux points fixes distincts a et b ; on suppose que b n'est 
pas sur (D) et que la droite ab n'est pas parall&le à (D). Le point M transformé de m 
par la transformation T est l'homothétique de a dans l'homothétie de centre variable 
m qui transforme b en un point variable P de (D). 

19 Construire M connaissant m non situé sur la droite (u) menée par b parallè. 
lement à (D). Construire m connaissant M non situé sur la droite (V) déduite de (D) 


> 
par la translation de vecteur ba. 


29 Soient M et M’ les transformés respectifs de m et m’, P et P“ les points où les 
droites mb et m'b rencontrent (D). 


—— — 

Le vecteur P'M' correspond au vecteur PM dans une homothétie (ou une transla- 
tion) variable avec m et m' ; préciser cette homothétie (ou cette translation). En 
déduire que les droites mm’ et MM’ concourent sur (D) ou sont parallèles à (D). 


3e Démontrer que l'ensemble des points M est une droite (L) quand m décrit 
une droite (I) distincte de (u). 


49 Montrer que (L) est parallèle à la droite qui joint le point a au point | 
d'intersection des droites (I) et (u). 
(Bacc. Poitiers. Extraits), 


361. Soient, sur un axe orienté x'Ox, deux points A et B tels que l'on ait : 
OA = a, OB — — b (a et b positifs). Un point C du plan est défini de la manière 
suivante : la droite OE parallèle à CB rencontrant CA en E, et la droite OF parallèle 


à CA rencontrant CB en F, on a la relation : AC.EC + BC.FC = k? (k: cons. 
tante donnée). 


19 Ensemble des points C. 


GÉOMÉTRIE ORIENTÉE - TRANSFORMATIONS 319 


29 Ensembles des points E et F et du point de concours des diagonales du qua- 
drilatère OECF. 


30 La droite EF rencontre x'Ox en P. Que peut-on dire du point P ? Montrer 
«que les ensembles décrits par E et F se déduisent l' un de l'autre par une homothétie. 


49 Soit S l'aire du triangle ABC, Si l'aire du triangle EFC, S» l'aire du triangle 
S S. 
PAE. Montrer que les rapports E et — sont constants. 
; 2 


50 b restant fixe et égal à 2, on suppose que a varie de 0 à -+ œ. Étudier la 


variation du rapport : y — = Graphe. (Bacc.) 


362. Soient deux axes rectangulaires Ox et Oy, un point fixe A sur la demi- 
droite Ox, un point fixe B sur la demi-droite Oy (OA > OB). On désigne par (œ) 
un cercle quelconque tangent en A à Ox et par (B) un cercle quelconque tangent en 
B à Oy. 


19 Un cercle (œ) étant donné, construire les cercles (B) tangents à ce cercle (a). 
Nombre de solutions. 


29 M désignant le point de contact de deux cercles (a) et (B) tangents entre eux, 
on appellera B' le point où la droite AM recoupe (B) et A' le point où la droite BM 
recoupe (œ). Montrer que les ensembles des points B’ et A’ quand les cercles (œ) et 
(B) varient en restant tangents se composent respectivement de quatre droites 
parallèles deux à deux ` b, et ba, a, et a. 


39 On suppose que les cercles (a) et (B) varient en restant tangents, A' étant 
ur a, et BI sur b,. Montrer que l'ensemble des points M est un cercle (T) et que la 
tangente commune aux cercles (œ) et (B) coupe (T) sous un angle constant. 

(Bacc. Paris. Extraits). 


363. On donne un cercle (C) de centre O et de rayon R. Soit x'Ox un axe situé 
+ — 

dans le plan du cercle. Soit A un point fixe du cercle défini par (Ox, OA) — «. 
T HR 

On supposera 0 < œ < Y Un point variable S décrit x'x et on pose OS — x. La 


droite SA recoupe le cercle (C) en un point variable M. 
19 Un nombre réel k étant donné, soit A’ le point de la droite SA défini par 


— 
SA! = k.SA. Trouver l'ensemble des points A' quand S varie. Déterminer géomé- 


-> — 

triquement le point S de façon que SM = k.SA. Discuter. Sous des réserves à pré- 
«ser on trouve deux points Si et Sa qui peuvent se confondre en un point s ou s’. 
Placer les points s et s' ; montrer qu'ils sont conjugués par rapport au cercle (C) et 
que Si et Sa sont conjugués harmoniques par rapport à s et sl, Déterminer S; et S2 
de façon que le segment S1S2 ait pour milieu un point donné ou pour qu'il soit égal 
à un segment donné. Soit 2 le cercle variable de diamètre S155. Quel est l'axe radi- 
«al de deux cercles Z ? 


29 Calculer en fonction de R, œ, x, le rapport y = B Étudier sa variation 
SA 
«quand x varie et tracer son graphe. On dessinera sur ce graphe le cercle (C) de 
«entre O et rayon R et on placera A sur ce cercle. On supposera que l'unité de 
longueur est l'ordonnée du point A. 
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30 Calculer x de façon que EE — k ; discuter. Sous des réserves à préciser on 
SA 
trouve deux valeurs x, et xy. Donner une relation indépendante de k entre x, et x}, 


tudier le cas : x, = x4. Montrer que x, et x, et les deux nombres avec lesquels x 
et x, peuvent se confondre vérifient la relation harmonique. (Bacc. Paris.) 


364. Dans un plan, deux cercles fixes, non égaux (O) et (Oh, de centres res: 
pectifs O et O', sont tangents extérieurement en A. Leur axe radical est (D). Un 
cercle variable, (C), de centre C, est tangent à (O) en M et tangent à (O^) en M’. 

19 Montrer que MM’ passe par un point fixe, P, et que le pôle K, de (D) par 
rapport à (C) est sur la droite MM’. 

29 Soit H la projection orthogonale de C sur (D). HM et HM' coupent la droite 
OO" respectivement en I et l’. Montrer que ! et |’ sont fixes quand (C) varie. 

39 (D^) est une droite quelconque passant par P. Soient B et B' les póles de (D') 
par rapport à (O) et (O^) respectivement. Montrer que le milieu du segment BB' 
se trouve sur (D). 

(Bacc. Liban 1962 — Partiel.) 


CHAPITRE 26 


SIMILITUDE 


J. SIMILITUDE DIRECTE DANS LE PLAN 


1. Définition. 


Une similitude plane directe est le produit d'une homo- 
thétie positive et d'une rotation. 

L'homothétie positive et la rotation s'effectuent dans le méme 
plan. Elles n'ont pas nécessairement méme centre. Le rapport 
de l'homothétie est dit rapport de similitude, l'angle de 
rotation est dit angle de similitude. 

La figure (F) et son homologue (F') dans cette transformation 
sont dites fi&ures semblables. 

De cette définition on déduit immédiatement que les transfor- 
mées par similitude d'un vecteur, d'une droite, d'un cercle, etc... 
sont respectivement un vecteur, une droite, un cercle, etc... La 
similitude plane directe conserve les angles tout comme l'homothé- 
tic et la rotation. 


2. Propriété caractéristique. 


19 Soient (F) une figure plane, (F^) l'homologue de (F) dans 
l'homothétie (O, k) et (F^) l'homologue de (F^) dans la rotation 
(O1, a). 


Si AB ids un vecteur quelconque de (F), AB son homologue 
de (F^), Ap P Botuologue < de A' LE dans (F^), 


AB = KAP 
et — —— 
A'B' = A'B” et (A'B', A"B") = œ + 2kr 
Il en résulte que A"B" = k.AB, (k > 0) 


=> => 
et (AB, A"B") = a + 2k. 
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p 

- 

2-7 -~ 
-7 - 


Fig. 2. 


Théorème. — Si deux figures sont homologues dans 
une similitude plane directe : 


e le rapport des de deux vecteurs homologues 


est constant et égal au rapport d'homothétie ; 
e l'angle de deux vecteurs homologues est constant est 
égal à l'angle de rotation. 


29 Réciproquement : soient deux figures coplanaires (F) et 
(F^), A et A’ deux points donnés de (F) et (F"). Supposons qu'il 
existe une correspondance biunivoque entre les points M. de (F) 
et les points M’ de (ET) telle que: 


Apr = k.AB (1) 
=> — 
et (AB, A'B') = a (mod. 2x) (2) 


où À est un nombre positif constant et « un angle constant. 


Appliquons à (F) une homothétie (O, k) de centre quelconque 
situé dans le plan des figures (F) et (F'), (F) se transforme en (F") 


— — 
et AB en un vecteur A"B" tels que : 
w — 
A"B" = R.AB. 
R étant positif, on a aussi : A"B" = k.AB = A'B'. 


——- — . 
D'autre part A"B" est un vecteur parallèle à AB et de même 
sens (k > 0). La relation (2) donne : 
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—— — 
(A"B", A'B') =œ (mod. 2x). 

Cette dernière relation, jointe à A"B" = A'B’, montre que (F") 
se transforme en (F^) dans une rotation d'angle aœ. 

On a donc transformé (F) en (El par le produit d'une homo- 
thétie positive et d'une rotation. (F) et (F') se correspondent donc 
dans une similitude plane directe. 

La proposition directe et sa réciproque peuvent s'énoncer : 

Théorème. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour que deux figures coplanaires (F) et (F') se corres- 
pondent dans une similitude plane directe est, qu'à tout 
couple de points (A, B) de(F) on puisse associer un couple 
de points (A', B') de (F') tels que: 


A'B' = k.AB 


Remarque. 


Les relations nécessaires et suffisantes montrent que : 

Si k = 1 et x = 0, on a une translation (ou une coincidence); 
Si k = 1 et x = m, on a une symétrie par rapport à un point ; 
Si k = 1 et x = 0 et x, on a une rotation d'angle a. 

Si k Z 1 et x< = 0, on a une homothétie positive ; 

Si k = 1 et x = x, on a une homothétie négative. 

Ce sont des cas particuliers de similitude. 


3. Centre de similitude. 


Pour démontrer la réciproque du n° 2, le centre d'homothétie 
O est choisi arbitraire dans le plan. Donc une similitude peut se 
décomposer d'une infinité de manières en fe produit d'une homo- 
thétie positive de rapport donné k et d'une rotation d'angle « 
donné. 

Cherchons s'il est possible de choisir O de maniére qu'il soit 
centre commun à l'homothétie et à la rotation. 
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L'homothétie (O, k) transformant A en A", on a: 


— — 
OA" = k.OA. 
La rotation (O, œ) transformant A” en A', on aura : 


— —— — ——- 
OA’ = OA" et (OA", OA") = a = (OA, OA). 
La OA’ FETES 

D'où : ox =k et (OA, OA") = o. 

Si le point À et son homologue A' dans la similitude sont des 
points donnés, le point O appartient donc : 

a) au cercle d'Apollonius du segment AA’ dans le rapport k ; 
c'est le cercle de diamètre IJ qui divise AA’ dans le rapport k; 

b) à l'arc capable de l'angle d'axes œ relatif aux points A et Al 
(fig. 3). 

Ces deux ensembles ont un seul point commun qui est le point 
O cherché. Il est appelé centre de similitude. 


Fig. 3. 


Une similitude de centre O, de rapport k et d'angle « se désigne 
par : similitude (O, k, a). 

Le centre O de la similitude est le seul point double dans 
l'homothétie (O, k) et la rotation (O, «). C'est donc le seul point 
double de la similitude. 


Remarque : S; k = 1 et « = 0 (mod. 2x), le cercle d'Apol- 
lonius devient la médiatrice de AA’, l'arc capable est remplacé 
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par les portions de la droite AA' extérieures au segment AA'. Le 
point O n'existe pas. C'est le cas où la similitude est réduite à une 
translation (ou une coincidence). 

On vérifiera aisément, que dans les autres cas particuliers 
envisagés au n? 2, le centre O existe. 


Théorème. — Toute similitude plane directe qui ne se 
réduit pas à une translation est le produit d'une homo- 
thétie positive et d'une rotation de méme centre qui est 
le point double de la similitude. 


4. Construction du centre de similitude. 


a) Si on connaît deux points homologues A et A', le centre de 
la similitude est le point commun au cercle d'Apollonius et à l'arc 
capable de l'angle d'axes du n? 3. 


— — 

b) Si on connaît deux vecteurs homologues AB et A'B', le cen- 
tre de similitude se trouve sur deux arcs capables de l'angle d'axes 
x relatifs, l'un à A et A”, l'autre à B et B’. 


Il se trouve aussi sur les deux cercles d'Apollonius divisant 
les segments AA’ et BB’ dans le rapport k. 


A OG 


Fig. 4 a. Fig. 4 b. 


Si on désigne par G le point d’intersection des supports des vec- 


teurs AB et AB! les relations : 


(OA, OA’) = (OB, OB’) = (AB, A'B’) =a (mod. 2x) 
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entraînent : 
(OA, OA”) = (GA, GA?) et (OB, OB) = (GB, GB) (mod. x). 
Ces relations signifient que O, A, A', G sont cocycliques, ainsi 
que O, B, B', G. 
Le centre O de la similitude est donc un point commun aux cercles 
(T) et (1) circonscrits aux triangles GAA' et GBB' (fig. 4 a). 
e Si (T) et (I") sont tangents (fig. 4 b) : G et O sont confondus. 


e Si (T) et (T^) ne sont pas tangents, O est distinct de G, sinon les 

trois points alignés G, A, B seraient transformés dans la similitude 

CA CAT 

en trois points alignés G, A’, B' et on aurait: cA = E 

GA GB GB’ 

[car le rapport — est invariant dans la similitude]. Les cercles 
GB 


GAA' et GBB' seraient homothétiques dans une homothétie de 
centre G et par suite tangents en G. 


5. Commwutativité du produit de l'homothétie et de la 
rotation concentriques. 
Soit A' l'homologue de A dans la similitude (O, &, a). 
On a : Similitude (O, k, x) = Rot(O, z) x H(O, k). 

A Dans l’homothétie (O, k): A 


LA — 
devient A1 tel que: OA; = k.OA ; 
dans la rotation (O, œ) : A1 devient A' 


tel que: 
—— —— 
Aa à, QA, = OA’ et (OA,, OA) = a. 
| A se transforme aussi en À’ en lui 
A appliquant d’abord la rotation, on 
0 obtient A2 puis A2 devient A dans 
Fig. 5. l'homothétie (O, k). Donc 


Similitude (O, k, x) = Rot(O, z) x # (O, k) 
= H (O, k) x Rot(O, a). 


Théorème. — Le produit d'une homothétie et d'une 


rotation est commutatif. 
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6. Transformation réciproque d’une similitude. 


Soit la similitude (O, k, œ) transformant A en A' (fig. 5). 
Dans la rotation (O, — x), A’ se transforme en A1 et A, se 


transforme en À dans l'homothétie (o, J 


Théorème. — La transformation réciproque de la simi- 
litude (O, k, a) est une similitude : 


s~ (o. A Ae a). 


7. Généralisation. 


Le produit d’une homothétie négative (O, — k) et d’une rota- 
tion (O1, œ) du plan, peut se décomposer en : 

a) une homothétie positive (O, k), 

b) une rotation (O, x) ou symétrie de centre O, 

c) une rotation (On, a): 

Rot(O;, a) x H(O, — k) 

= Rot(O;, ai x Rot(O, x) x #(O, k) 
= Rot(O", a + x) x Z#(O, k). 

On est donc ramené au produit d'une homothétie positive et 
d'une rotation. En similitude plane directe, il n'est pas 
nécessaire de distinguer entre homothétie positive et 
homothétie négative. 


Il. SIMILITUDE DANS L'ESPACE 


8. Définition. 

Une similitude dans l'espace est le produit d'une homo- 
thétie positive et d'un déplacement. 

La figure (E) ainsi transformée d'une figure (F) est dite 
semblable à la figure (F). 

Le rapport d'homothétie étant positif, on a immédiatement les 
énoncés suivants : 
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a) les segments homologues de deux figures sembla- 
bles sont dans un rapport constant qui est le rapport de 
similitude ; 

b) le rapport des aires de deux figures semblables 
égale le carré du rapport de similitude ; 


c) le rapport des volumes de deux figures semblables 
égale le cube de rapport de similitude. 


9. Exercices. 


Un point C décrit un demi-cercle de diamétre AB. On cons- 
truit à l'extérieur du triangle ABC, un triangle équilatéral BCD, 
de hauteur BH. Ensemble des points H. 


Si la détermination 

. M — -> 

principale de (BC, BA) 

est positive, on aura: 
— — T 
(BC, BH) = —z. 
D'autre part : 


BH — Bc Z, Donc : 


H est déduit de C dans la 


V 
à similitude (B, — 7, XS 

A 0 B ; 6 2 
L'ensemble des points H 
Fig. 9. est le demi-cercle déduit 


du demi-cercle (O) dans 

cette similitude. Son cen- 

Ey ny D V3 

tre O' est tel que (BO, BO?) = = É et BO' = BO. EX. 
son rayon est O'B. 


10. Soient deux droites perpendiculaires (d) et (d') se rencon- 
trant en O; A un point quelconque du plan distinct de O. Construire 
un demi-triangle équilatéral ABC tel que B soit sur (d) et C sur 
(d'), l'angle C étant droit et BAC égal à 30». 

On a: (AB, AC) — + š et AC = AB. Donc B se transforme en 

V3 x 


C dans Pune ou l'autre des similitudes (a, EE + 2). C est donc sur (d') 


et sur la transformée (d,) de (d) dans l’une ou l'autre de ces similitudes. 


E v3 
Dans la similitude (^. >> + =} AH perpendiculaire à (d) se trans- 


v3 


— — T 
forme en AH, tel que (AH, AH” = 6 et AH' — -z AH. (d4) est la per- 
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pendiculaire en H’ à AH, elle passe par H. C étant déterminé, B est linter- 
section de (d) et de la perpendiculaire en C à AC. L'autre similitude donne 
une deuxiéme solution. 


(d'i 


Fig. 10. 


11. Similitude de deux cercles. 
Soient, dans un plan orienté, deux cercles inégaux (O, R) et (O', R”. 
« étant un angle quelconque, à tout rayon OM du cercle (O) on peut associer 
— — Y 
un rayon O'M’ de (O?) tel que : (OM, O'M’) = < et O'M' = 1. OM. 


Le vecteur OM se déduit donc du vecteur OM dans une similitude de 


rapport — et d'angle variable x. Les centres œ de ces similitudes vérifient 
^ T 


ia relation E =F? ils appartiennent donc au cercle de diamètre SS', S et 
S' étant les centres d'homothétie des cercles (O) et (O'). Le cercle (SS') est 
dit cercle de similitude. 

Le choix de œ sur le cercle SS' détermine l'angle de similitude : 
(SO, $0) = D 

Les tangentes au cercle (O) passant par œ (si elles existent) ont pour 
homologues les tangentes au cercle (O^) passant par œ (la similitude con- 


serve les angles). On dit que les cercles (O) et (O^) sont vus du point œ sous 
le méme angle. 
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Si les cercles (O) et (O^) sont sécants en A et B, Ie cercle (SS") passe par 
BO' AO' R' 


A et B, car BO = AO — ER A et B sont donc des centres de similitude 


pour Ies deux cercles. 
Dans Ia similitude de centre À, transformant O en O', les angles homo- 
> — —— — ; 
logues (OA, OM) et (O'A, O'M') sont égaux, ce qui entraîne l'égalité des 
angles (BA, BM) et (BA, BM’). Deux points homologues M et M’ sont donc 
alignés avec B. 


B 
A (0) 


(0) M 
Fig. 11 b. 


EXERCICES 


Similitude plane. 


365. Deux triangles semblables ABC, A'B'C' sont disposés dans un même plan 
d'une maniére quelconque ; on trace à partir d'un point O, les segments OA", OB", 
OC” respectivement équipollents aux segments AAT, BB’, CC' ; montrer que le 
triangle A"B"C" est semblable aux triangles ABC, A'B'C'. 
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366. Deux cercles d'un méme plan sont semblables d'une infinité de manières ; 
lieu de leurs centres de similitude. 


367. Sur deux cercles (O) et (O^, à partir de deux points fixes A et A’, on 
porte des arcs variables AM et A'M' directement semblables ; construire ceux des 
segments MM’ qui sont parallèles à une direction donnée ou qui ont une longueur 
donnée. 


368. On donne deux cercles (O) et (O7) ; sur l'un d'eux, un point A, sur 
l'autre un point A’. Tracer un cercle passant par À et A’ et recoupant les deux 


TS 
cercles en deux points M et M’ tels que les arcs AM et A'M’ soient directement 
semblables. : 


E 


369. On donne un triangle ABC tel que B — 309. Déterminer le centre de la 
$ — — 
similitude qui fait correspondre le vecteur CA au vecteur AB. 


370. Un point A se déplace sur un demi-cercle de diamétre donné BC, AH 
étant la hauteur du triangle ABC, O et O' les centres des cercles inscrits dans les 
triangles AHB et AHC ; montrer que la perpendiculaire menée de A sur OO" passe 
par un point fixe. 


371. Un triangle ABC a une base BC fixe et un angle au sommet A constant. 
Lieu de la projection du milieu de AB sur AC. 


372. Trouver le lieu des centres des similitudes de rapport donné k, trans- 
formant une droite donnée (D) un une droite donnée (D^). 


373. Étant donnés une droite (D) et un point O qui se projette en H sur (D), 
on considére toutes les similitudes de centre O qui font correspondre au point H, 
un point H' de (D). 

19 Déterminer l'angle de similitude connaissant le rapport k de similitude. 

29 Quel est le lieu géométrique des homologues d'un point M du plan dans ces 
similitudes ? 

39 Quel est le lieu des points M qui admettent pour homologues un méme point 
N du plan ? 

Montrer que toutes les droites (A) du plan qui ont pour homologues une méme 
droite (A') passent par un point fixe. 

49 Soit (C) un cercle donné du plan, (C^) son homologue dans l'une de ces simi- 
litudes. 

Construire le cercle (C^) qui passe par un point donné ou qui a un rayon de 
longueur donné ou qui est tangent à une droite donnée. 


374. On donne deux cercles égaux tangents en un point À, on mène deux 
rayons variables OM et O'M' tels que 
> — T 
(OM, O'M) = + > 
Trouver le lieu du milieu H de MM’. 


375. On donne un point O et deux droites parallèles (D) et (D^) ; par le point 
O on mène une sécante variable qui coupe (D) et (D^ en A et B, puis sur la perpen- 
diculaire en O à cette sécante on porte OM = OM’ = AB. Lieux des points M et 
M' quand la sécante varie. 
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376. Un triangle ABC isocèle (AB — AC) varie en restant directement sem- 
blable à lui-même ; B et C restent sur un cercle fixe (O) et la droite AB passe cons- 
tamment par un point fixel ; montrer que la droite AC passe aussi par un point fixe 
J i lieu du point A. Lieux des projections des points | et J sur le côté BC. 


377. On donne deux cercles (O) et (O^) qui se coupent en deux points A et B ; 
par B, on mène une sécante quelconque qui recoupe les deux cercles en M et M’; 
montrer que le triangle AMM' reste semblable à un triangle fixe. Lieu du milieu H 
de MM’. 


378. On donne deux cercles égaux (O) et (O") qui se coupent en A et B. Soit 
P un point quelconque de la corde commune AB ; on prolonge alors PO et PO' 
jusqu'en C et C' où elles rencontrent respectivement les deux cercles ; de C et C' 
partent en même temps, dans le même sens et avec la même vitesse deux mobiles 
M et M' qui décrivent respectivement (O) et (O^). Montrer que le triangle PMM' 
reste semblable à lui-même. 


379. Soit A le point d'intersection de deux cercles (C) et (C^). Un angle œ 
défini en grandeur et sens pivote autour du point A et ses cótés recoupent les deux 
cercles en M et M' respectivement; P étant le point d'intersection de OM et O'M', 
montrer que le cercle circonscrit au triangle PMM’ passe par un point fixe G ; lieu 
du point G quand « varie. 


380. Montrer que le produit de deux similitudes dans le plan est une simili- 
tude, ou une rotation, ou une homothétie, ou une translation, ou la transformation 
identique. 


En admettant que, rotations, homothéties, translations sont des cas particuliers 
de similitudes (à préciser), montrer que l'ensemble des similitudes dans le plan est 
un groupe. 


381. Soient deux droites perpendiculaires D et D', sécantes en O, un point A 
fixe sur D, une droite A fixe passant par A. On désigne par « l'angle orienté des 


droites (D, A). Si œ Á z + kr, À coupe D’ en B’ ; la perpendiculaire en B' à A 


coupe D en A'. Soit B le symétrique de B' par rapport à O. 
Un point M décrit A. Soit P sa projection sur D. 


19 Montrer que les triangles AA'M et ABP sont semblables, Préciser le centre, 
l'angle et le rapport de la similitude qui les fait correspondre. 


20 Q étant l'intersection de MA’ et BP, quel est le lieu de Q ? 


39 La droite B'P coupe MA’ en Q’. Montrer que la division A'MQQ' est har- 
monique, 


40 Soient (C) et (C') les cercles de centres C et C’ respectivement circonscrits 
aux triangles AA'M et ABP. Quel est l'angle de leurs tangentes en A ? Montrer que 
le triangle ACC' reste semblable à lui-même. Quel est le lieu du deuxième point 
commun aux deux cercles ? 


(Maroc — Extraits). 


382. Soient, dans un plan orienté, un axe x'Ox et deux vecteurs OA et AB 
de méme longueur, a, tels que : 
> — > > 
(Ox, AB) = (Ox, OA) + 7/2. 
1? La longueur a étant supposée variable (ainsi que la direction du vecteur 
OA), déterminer graphiquement la position du point A de telle façon que A et B 
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oient situés respectivement sur deux droites données, A et A1, perpendiculaires 
a X'x. 
29 A partir d'un point C situé sur le demi-axe positif Ox, à une distance donnée 


-> — 

I: du point O, on construit le vecteur CD équipollent à AB. Déterminer le centre, 
-> — 

l, de la rotation dans laquelle OA a pour transformé CD et démontrer que ce 


_> — 
point reste fixe quand la longueur a et l'angle 6 — (Ox, OA) varient. 
39 On suppose a constant et 0 variable. Trouver le lieu du milieu M de AD et 
le lieu du milieu N de BD. 


> — n 

49 On adjoint à l'axe x'Ox l'axe y'Oy défini par (Ox, Oy) = 7/2. Evaluer en 

lonction de a, b et 0 les coordonnées (x, y) du point M et les coordonnées (x', y^) du 

point N. En déduire l'équation du lieu géométrique de chacun de ces points lorsque, 
u restant constant, 0 varie. Contrôler par cette voie, les conclusions du 39. 


383. 19 Onconsidére un carré OABC dont le cóté a pour longueur l'unité. M 


étant un point de OA, d'abscisse OM = x (0 < x < 1), on envisage le carré 
MNPQ inscrit dans OABC (c'est-à-dire dont les sommets sont situés respectivement 
„ur les côtés de OABC). Quels sont, lorsque M décrit OA, les ensembles des milieux 
des cótés du carré MNPQ ? 

29 Quel est la puissance de O par rapport au cercle circonscrit à ce dernier 
carré ? En déduire la distance du point O à sa polaire par rapport au cercle, ainsi que 
le périmètre p du carré formé par les polaires, par rapport au méme cercle, des 
quatre points O, A, B, C. En désignant par s l'aire du carré MNPQ, montrer que le 


rapport d reste constant lorsque M décrit OA. 
s 


30 Étant donné un angle droit xOy, on considère tous les carrés MNPQ dont les 
deux sommets consécutifs M et N sont situés respectivement sur Ox et Oy, les 
«arrés étant tout entiers à l'intérieur de l'angle xOy. Préciser les régions du plan 
constituées respectivement par les ensembles des points P ou Q et trouver l'ensem- 
ble des centres des différents carrés MNPQ. Construire le carré MNPQ lorsqu'on 
fixe le point P. 

49 On envisage plus particuliérement, les carrés MNPQ pour lesquels le cóté 
MN passe par le point fixe | de la bissectrice de l'angle xOy tel que Ol = 4/2. 

La position de MN étant définie par l'angle : 

> kee a T 
(NO, NM) = p (0 < ç < >. 
exprimer, en fonction de ọ, les coordonnées des points P et Q relativement aux 
axes Ox, Oy. Que peut-on dire a priori des positions relatives des ensembles des 
points P et Q lorsque MN tourne autour de l. Former les relations liant les coor- 
données x et y de P et construire l'ensemble des points P. 


59 A quelles conditions un cercle (C) donné, dans l'angle xOy, par son centre C 
et son rayon R peut-il étre le cercle inscrit : 
a) dans l'un des carrés généraux définis au 39 ; 


b) dans l'un des carrés particuliers définis au 49 ? 
(Bacc. 1960). 


384. On considère sur un demi-cercle de centre O et de diamètre AB — 2R, 
un point variable M, la bissectrice intérieure de l'angle droit AMB coupe AB en un 
point P, Soient (S) et (S") les cercles circonscrits aux triangles AMP et BMP : leurs 
‘entres sont désignés par S et S’. 
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19 Montrer que les points S, S', O, P, M sont sur un même cercle (C). Montrer 
que (C) passe aussi par le point D intersection du demi-cercle de centre O avec la 
médiatrice de AB. Ensemble des centres de (C). 


29 Ensembles des points S et S’, 

39 Ensembles des points A’ et B’ où les droites AM et BM rencontrent respec. 
tivement les cercles (S^) et (S). 

49 Ensembles des points de rencontre des droites AM, BM et A'B' avec la 
cercle (C). 

50 La bissectrice MP passe par un point fixe |. Chercher les ensembles des points 
de rencontre des droites SI et AS’ et du point de rencontre de S'I et BS. Comparer 
ces ensembles aux ensembles des points communs au cercle (S) et à'la droite IB’ 
ou au cercle (5^) et à la droite IA’. 


N. B. Dans la recherche des ensembles on démontrera les réciproques. 
(Concours de l'enseignement libre, 1958 — Extraits). 


385. On donne, dans un plan orienté, deux cercles fixes, (C) et (C^), de centres 
respectifs C et C’ et de rayons respectifs R et R’ (R > R’). Ces cercles se coupent 


-> — T 
en deux points, A et B, et l'on a : (AC, AC?) = + > 


19 Quel est l'ensemble des centres œ des similitudes qui transforment le cercle 
(C) en le cercle (C^) ? 

29 Soit (S) celle de ces similitudes qui a pour centre le point A. Quelle est la 
valeur de l'angle de cette similitude ? 

Une droite passant par B coupe (C) en M et (C") en M’. Quel est, dans la simi- 
litude (S), le transformé du point M ? 

39 On considère un diamètre variable (A^) du cercle (C) assujetti à couper le 
cercle (C^) en deux points, P’ et Q^; on désigne par P et Q les points où les droites 
BP’ et BQ! recoupent respectivement le cercle (C) et par (A) la droite PQ. Évaluer 
l'angle (A, A"). Démontrer que, lorsque (A") varie, (A) pivote autour d'un point 
fixe. 

Quels sont les ensembles décrits par le pôle I’ de (A^) par rapport à (C?) et par 
le pôle | de (A) par rapport à (C) ? Que peut-on dire de la direction de la droite II’ ? 

49 On construit les cercles (I) et (I") ayant pour centres respectifs | et |! et ortho- 
gonaux respectivement à (C) et (C^). Démontrer que l'axe radical des cercles (l) 
et (I^) reste fixe quand (A') varie et déterminer les ensembles des centres d'homo- 
thétie de ces deux cercles. 


CHAPITRE 27 


AFFINITÉ — (GÉOMÉTRIE PLANE) 
RABATTEMENTS — (GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE) 


1. Définition. 


Étant donné un plan rapporté à deux axes x'Ox et 
y Oy et un nombre réel k (k = 0), si, à tout point M(x, y) 
du plan on associe le point M' du plan de méme abscisse x 
et d'ordonnée y’ = ky, on dit que M’ est déduit de M dans 
l'affinité d'axe x'x, de rapport k, de direction y'y. 

Si M décrit une figure (F), M' décrit une figure (F') dite 
affine de (F) dans l'affinité. 

Si k > 0, on dit que l'affinité est positive, M et M' sont du 
méme cóté de x'x. 

Si k < 0, l'affinité est négative, M et M' sont de part et 
d'autre de x'x. 


Remarques. — 1) Par M menons une paralléle à y'y qui 
coupe x'x en P. Le point M' homologue de M est défini par : 


— — 
PM’ = &.PM. 
2) Points doubles. M sera point double dans la transforma- 
— — — 
tion si : PM = k.PM soit (1 — R)PM = 0. 
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beren op > 
e Si k = 1, cette relation exige PM = 0. Tous les points de x'x 
sont donc points doubles dans l'affinité ; 


e Si k — 1, l'affinité est la transformation identique. 


3) Affinité réciproque. Si M' correspond à M dans l'affinité 
de rapport k, M correspond à M' dans l'affinité réciproque de 


rapport x 
L'affinité est involutive si k = 1 ou k = + 1. 


2. Produit de deux affinités. 


Soient deux affinités de même axe Ox, de même direction Oy 
et de rapports respectifs k, et ka. 

M étant un point donné, soit P le point d’intersection de Ox 
et de la parallèle à Oy menée par M. Désignons par M' le trans- 
formé de M dans la première affinité et par M" le transformé de 
MI dans la seconde. On a : 


PM = k; PM. 
PM" = k,.PM' 
Théorème. — Le produit de deux affinités de même axe, 


de même direction, et de rapports k, et k, est une affinité 
de même axe, de même direction et de rapport k,k,. 


On montrera facilement que ce produit est commutatif. 


| => PM" = k.k. PM. 


3. Transformée d’une droite. 


Soit, dans le plan xOy, 
une droite (D) d’équation 
y — ax + bet M(x, y) un 
point quelconque de la 
droite (D). Transformons 
le point M(x, y) en M'(X, 
Y) par une affinité d'axe 
Ox, de direction Oy, de 
rapport k. On a: 
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y = ax + b > Y = k(aX + b). 
Cette relation montre que le point M'(X, Y) décrit unc droite 
(D') de coefficient directeur ka, d'ordonnée à l'origine kb. 
Si (D) coupe Ox en À (abscisse x= — 2), on constate que 
(D') coupe Ox en A (résultat prévisible). 
Si (D) est parallèle à Ox(a = 0), (D^) l'est également. 
Si (D) est parallèle à Oy, elle est conservée dans son ensemble. 


Théorème. — La transformée d'une droite est une 
droite. 


4. Transformées de deux droites parallèles. 


Soient deux droites parallèles (A) et (A1) non parallèles à y'y, 
(A^) et (A leurs homologues dans l'affinité d'axe x'x, de rapport 
k, de direction y'y. 


Fig. 4. 


Si a est le coefficient directeur de (A) et (A1), celui de (A') et 
(A^) sera égal à ka. 


Théorème. — Les transformées de deux droites paral- 
lèles sont des droites parallèles. 


5. Conservation du rapport de deux vecteurs paralléles. 


— — 
a) Soient AB et CD deux vecteurs de supports respectifs (A) 


-_-> ` => 
et (A1) (fig. 4). Leurs homologues A'B' et C'D' ont pour sup- 
ports (A^) et (A'1) et sont parallèles. 


338 GÉOMÉTRIE 


-> — 
Soient ab et cd les projections sur x'x parallèlement à y'y de 


— — 
AB et CD. On a: 


— — —— 
AB ab AB 
+ D, es, 
CD cd CD 


— — 

b) Si AB et CD sont pa- 
ralléles à la direction d'affi- 
nité (fig. 5), leurs supports 
(A) et (A1) rencontrent x'x 
en Pet Q et on a: 


— — 
PA’ = k.PA 


— — 

PB’ = k.PB. 

D'oü, en  retranchant 
membre à membre : 


— — 
A'B' = EAR, 
De même : 
— — 
C'D' = &.CD. 
Donc: 
—— — 
Fig. 5. A'B AB 
cO. D 
CD' CD 
Théorème. — L'affinité conserve le rapport de deux 


vecteurs paralléles. 


6. Affinité déterminée par son axe et deux points homo- 
logues. 


Soient une droite x'x et deux points À et A’ tels que AA’ ren- 
contre x'x en P (A et A' distincts de P). A et A' sont homologues 
PA' 
DA" 
Le transformé d’un point M (non sur AA") peut être construit 

de la façon suivante : 


dans une affinité d'axe x'x et de rapport 
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si AM rencontre x'x en I (à distance finie ou infinie), la trans- 
formée de la droite IA est la droite IA’, M’ transformé de M est 
lc point d'intetsection de IA' et de la parallèle à AA' menée par M. 


Si M est en N sur AA’, cette construction est en défaut. Il 
suffit de construire d'abord le transformé B' d'un point B. La 
droite NB et sa transformée déterminent N' sur AA’. 


7. Propriété caractéristique de l'affinité. 


a) Soient (F) et (F^) deux figures homologues dans une affinité 
d'axe x'x ; A et B deux points de (F), A’ et B' leurs homologues 
respectifs sur (E 

La droite AB a pour homologue la droite A'B'. Ces droites se 
rencontrent sur l'axe d'affinité (éventuellement à distance infinie). 


Fig. 7. 
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b) Réciproquement : soient deux figures coplanaires (F) et 
(F^), A et A’ deux points donnés de (F) et (F') respectivement, 
Supposons qu'il existe une correspondance biunivoque entre les 
points M de (F) et les points M’ de (ET) telle que : 

e les droites AA' et BB' soient paralléles ; 
e les droites AB et A'B' se rencontrent (éventuellement à distance 
infinie) sur une droite fixe x'x du plan non parallèle à AA’. 

Si A n'appartient pas à x'x, l'affinité d'axe x'x qui transforme 
A en A', transforme la droite AI en A'I, I désignant le point 
commun à AB, A'B', sie Cette affinité transforme aussi B en B’, 
(F^) est donc transformée de (F) dans une affinité. 

Théorème. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour que deux figures (F) et (F') d'un méme plan soient 
homologues dans une affinité d'axe x'x est que, (A, A') 
et (B, B') désignant deux couples de points homologues de 
(F) et de(F'), les droites AA! et BB' soient parallèles et que 
les droites AB et A'B' se rencontrent sur x'x (éventuelle- 
ment à distance infinie). 


8. Transformée de la tangente en un point d'une courbe. 


Soient une courbe plane (C) et M. un point de cette courbe. 
Dans le plan de la courbe tracons deux axes Ox et Oy de facon que 
M ne soit pas sur Oy. 

Supposons que (C) admette une tangente MT en M. 
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Appliquons à la courbe (C) une affinité d'axe Ox, de direction 
Ov, de rapport k et désignons par (C) la transformée de (C), par 
VU le transformé de M. 

Le point fixe M’ appartient à (C^). 

Montrons que (C') admet une tangente en MI. 


Soient N et N' deux points homologues dans l'affinité et appar- 
tenant à (C) et (C^) respectivement. La droite M'N’ est la trans- 
lormée de la droite MN. Ces deux droites coupent Oy en J et J’ 
tespectivement. 

Si N tend vers M sur (C) : N’ tend vers M' sur (C^), MN tend 
vers la tangente MT, J tend vers le point Jo intersection de MT 
vt Oy et le point J' transformé de J dans l'affinité tend vers J'o 
transformé de Jo. La droite M'N' admet donc une position limite, 
la droite M'J'o, qui est la tangente en M’ à la courbe (C). 


Remarque. — Ce raisonnement est encore valable si MT est 
paralléle à Oy. Dans ce cas Jo est le point à l'infini sur Oy et son 
transformé J'o également. 


Théorème. — Si une courbe (C) admet une tangente en 
M, la courbe (C') transformée de (C) par affinité admet 
une tangente au point M' transformée de M. Ces tangentes 
se correspondent dans l'affinité. 


Conséquence. Si deux courbes sont tangentes, les courbes 
homologues sont tangentes. L'affinité conserve le contact. 


II. AFFINITÉ ORTHOGONALE 


9. Affinité orthogonale, 


L'affnité est dite orthogo- 
uale si l'axe d'affinité x'x et la 
direction d’affinité y'y sont per- 
pendiculaires. 

Si k = — 1, l'affinité orthogo- 
nale est une symétrie par rapport 
à xx. 


Fig. 9. 
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Une affinité négative peut être considérée comme le produit 
d'une affinité positive et d'une symétrie par rapport à l'axe. Nout 
n' envisagerons dans ce qui suit que les affinités positives. 


10. interprétation géométrique. 


Si k < 1, on peut poser: cos œ = k, (o < œ < 3). 


Si l'on fait subir au plan de figure une rotation (Ox, œ) le point 
M vient en M, et l'on aura 
EM’ = EM cos z = EM, cos x. 


M' est donc la projec- 
tion du point Mi, la figure 
(F^) est la projection de la 
figure (F) déplacée dans 
une rotation (Ox, æ). 

Si k > 1, c'est la 
figure (F) qui est projec- 
tion de (F^) déplacée dans 
une rotation (Ox, «) avec 


1 COS % = >. 
Fig. 10. k 


Une affinité orthogonale est le produit d'une rotation 
autour de l’axe d’affinité et d’une projection orthogonale. 


III. RABATTEMENTS EN GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 


11. But de la méthode. 


La méthode des rabattements a pour but d'amener une figure 
plane, donnée par ses projections, à se placer sur un des plans de 
projection ou à lui étre paralléle, afin qu'elle se projette en vraie 
grandeur sur ce plan. 


Maniére de procéder. — Pour amener un plan à se con- 
fondre avec le plan horizontal de projection, on lui applique une 
rotation autour de sa trace horizontale qui le transforme en le plan 
horizontal. 
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Pour rendre parallèle au plan horizontal un plan donné, on lui 
«applique une rotation autour d'une de ses horizontales. 

D'une maniére analogue, on rabat un plan sur le plan frontal 
de projection ou sur un plan de front, en lui appliquant une rota- 
tion autour de sa trace frontale ou autour d'une de ses frontales. 

L'axe de rotation s'appelle la charniére ou l'axe de rabat- 
tement. 


Remarque. — C'est toujours un plan que l'on rabat ; 
mais, dans un grand nombre de cas, on cherche particulièrement 
à déterminer la position qu'occupent, aprés le rabattement, un ou 
plusieurs points du plan considéré. 

Ainsi, rabattre un point, c'est rabattre le plan déterminé par 
lc point et l'axe donnés, et indiquer la nouvelle position du point. 


12. Rabattre un plan autour d'une paralléle au plan 
horizontal. 


Rabattre un point, c'est rabat- 
tre le plan déterminé par le point 
ct l'axe de rabattement. 


Soient À et DE le point et 
l'axe donnés, P le plan qu'ils 
déterminent, et H' le plan hori- 
zontal passant par l'axe, et sur 
lequel doit s'effectuer le rabatte- 
inent. 

Du pied B de la projetante 
AB, abaissons la perpendiculaire 
BC sur DE et joignons AC. Cette 
ligne est perpendiculaire à DE, 
d'aprés le théoréme des trois per- 
pendiculaires. Si l'on fait tourner e 
le plan DAE autour de DE, le 
point A décrit un arc de cercle et 
vient se placer en A; ou As, suivant le sens de la rotation, sur le 
prolongement de la perpendiculaire BC à DE, de maniére que 
AC = AC = AC, car pendant ce déplacement AC reste cons- 
tamment perpendiculaire à DE. 


Fig. 12. 
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Soient a et a, les projections respectives de À et A; sur le plan 
horizontal H et de la projection de l'axe DE. a, est donc situé suf 
la perpendiculaire menée de a à de, à une distance de de égale k 
CA. 


a, est donc le transformé de a dans l’affinité orthogonale d'axe de 


1 
et de rapport — — —. 
cos ACB 

La distance ca, — CA est égale à l'hypoténuse du triangle 
rectangle ACB. 

Or AB est la différence des cotes du point À et de l'axe DE, ou 
la distance frontale du point à l'axe. En épure, c'est la distance 
de la projection frontale du point à la projection frontale de l'axe, 

BC est la distance horizontale du point à l'axe. En épure, 
c'est la distance de la projection horizontale du point à la projection 
horizontale de l'axe. 

On peut donc formuler la régle pratique suivante, dite régle du 
triangle rectangle. 


Régle du triangle rectangle. — Pour rabattre un point 
d'un plan P sur un plan horizontal, on choisit dans le plan 
un axe de rabattement, puis on abaisse de la projection 
horizontale du point une perpendiculaire sur la projection 
horizontale de l'axe, et à partir du pied de cette perpendi- 
culaire, on prend sur cette perpendiculaire une longueur 
égale à l’hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour 
cótés de l'angle droit les distances frontale et horizontale 
du point à l'axe. 

Remarques. — 1° Le triangle rectangle ABC est appelé 
triangle de rabattement. Les triangles de rabattement de tous 
les points du plan P sont semblables, car l'angle ACB est l'angle 
rectiligne du diédre formé par le plan P avec les plans horizontaux. 

Donc le triangle de rabattement d'un plan détermine l'angle 
de ce plan avec les plans horizontaux. 

29 Tous les points du plan P, situés au-dessus du plan H', se 
rabattent d'un méme cóté de DE ; tous les points situés au-dessous 
se rabattent du cóté opposé. 

39 Les points situés sur l'axe DE restent fixes pendant le rabat- 
tement. 
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49 Les points situés sur une paralléle à l'axe DE sont rabattus 
sur une parallèle à cet axe. 

59 Si on effectue le rabattement dans l'autre sens de rotation, 
on obtient le point À, qui se projette en 4, déduit du point a dans 


l'affinité orthogonale d'axe de et de rapport — —————. 
cos ACB 
13. Épure. 

Soit à rabattre le point (a, a") autour de l'horizontale (bc, bc? 
(fig. 13). Abaissons la perpendiculaire ad sur bc. Sur une paralléle 
à l'axe, prenons aa, — na'. da, est l'hypoténuse du triangle de 
rabattement, car na’ et da égalent les distances frontale et horizon- 
tale du point à l'axe. 


On porte da, en da,, et l'on obtient en a, le rabattement 
demandé. 


` 


Së 
a 


+T JS, 
go" 
| 2 
Em 
a 


P «i — œ 
< 
x 


` 
>= 
a 

VA 


x 


D 


tus 


AS ^ 
7 Í Dom 
4 ^Á 
d ⁄ 
d A C ar~ zu 2 
e uem xi e 
lig. 13. q, c Fig. 14. 


La construction est la même lorsque l’axe est situé dans le plan 
horizontal ; il suffit de prendre aa, = na' ; puis da, = da, (fig. 14). 


14. Relévement. 


Relever un point rabattu en Ai, c'est appliquer au plan P 
confondu avec H' (fig. 12) une rotation inverse qui le raméne 
dans sa position initiale. a, et a étant connus on pourra ainsi déter- 
miner la projection frontale 4° du point A. 


15. Relever un plan rabattu sur le plan horizontal. 


Ce probléme revient au suivant : Un plan ayant été rabattu sur 
un plan horizontal, déterminer la projection frontale d'un point de 
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ce plan, connaissant son rabattement et sa projection horizontale, 
Connaissant l’hypoténuse et un côté de l'angle droit du triangle 
de rabattement, on détermine l’autre côté : cette longueur est lg 
distance frontale du point à l’axe. 
Soient (bc, b'c’) l'axe donné, a, le point rabattu et a sa projets 
tion horizontale (fig. 15 et 16). 


ia 
! 
b' ip c' 
= — 
I I 
' : 
—  — s KvmM 
i bi ja Y 
Liver - 
/ ^ c 
(pi e 
Fig. 16. 


I! faut que les points a et a, soient sur une méme perpendicu- 
laire à l'axe bc et que l’on ait da, > da. On élève à ad une perpen- 
diculaire ae ; du centre d, on la coupe par un arc 2,a,. La longueur 
aa, est la distance frontale du point à l'axe. On porte donc aa, 
en na’. 


La construction est la méme, quelles que soient les positions 
respectives de a et a, par rapport à l'axe. 


16. Remarque. 


Suppression de la ligne de terre. — Dans les épures qui 
précédent et dans beaucoup d'autres, Ja ligne de terre n'est 
d'aucune utilité. 

Lorsque les plans de projection n'interviennent pas dans la 
question d'une maniére directe, et que l'on prend soin de n'utiliser 
que les données, on ne considère ni les traces des plans, ni les traces 
des droites, ni les distances des points aux plans de projection. 

Tout déplacement des plans de projection parallèlement à eux- 
mémes n'aurait d'autre effet, sur l'épure, que d'éloigner ou de rap- 
procher de xy les projections de la figure, sans modifier ni l'une ni 
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l'autre de ces projections. Alors les cotes et les éloignements sont 
w bitraires, la position de xy est indéterminée. 

La ligne de terre ne sert plus qu'à indiquer la direction 
des lignes de rappel, et on peut se dispenser de la tracer 
sur l’épure. 


17. Rabattement sur un plan frontal. 


Cette méthode est corrélative à celle étudiée ci-dessus. Dans 
tout ce qui a été dit il suffit de permuter.les mots frontal et 
horizontal, éloignement et cote. 


18. Distance de deux points. 


Soit à trouver la distance des deux points (a, a") et (b, b"). 


19 Joignons ces deux points par la droite (ab, a'b'), et rabattons 
cette droite sur le plan horizontal en faisant tourner le plan proje- 
tunt autour de sa trace ab (fig. 18 a). 

En a et b, menons des perpendiculaires à la projection horizon- 
tule ab, et prenons aa, = ma’ et bb, = nb'. La distance demandée 
est aba. 


oi 


| 


x i | y 
WY. 
al d 


4 b4 
a, Fig. 18 a. ap 


29 On peut encore, sur la perpendiculaire menée par a à ab 
(lig. 18 b), prendre aa’, = ca’, et joindre le point b au point a',. La 
distance demandée est ba’. 


Fig. 18 b. 


Ce second procédé consiste à rabattre le plan projetant hori- 
zontalement la droite sur le plan horizontal dont la cote nb" égale 
celle du point (b, 5^). 
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19. Distance d’un point à une droite. 


On rabat sur le plan horizontal le plan déterminé par la 
droite et le point. La distance du point rabattu au rabata 
tement de la droite est la distance cherchée. 

Soient (be, b'c') et 

` (a, a") la droite et le 
point donnés (fig. 19). 

Rabattons le plan 
de la droite et du point 
autour de l’horizontale 
(ab, a'b') du point (a, 
a’). Les points b et a ne 
changent pas; (c, c") 
vient en cu, et la droite 
est rabattue en bc}. 

La distance cher- 
chée est ad,, distance 
du  rabattement du 
point au rabattement Fig. 19. 
de la droite. 

Pour relever le point d}, on mène din perpendiculaire à ba. Son 
point de rencontre avec bc donne la projection horizontale d, et 
une ligne de rappel détermine 4". 


Les projections de la perpendiculaire sont ad et od. 


20. Distance d'un point à un 
plan. 


Méthode ordinaire. — Pour 
trouver la distance d'un point à un 
plan, il faut abaisser du point la 
perpendiculaire sur le plan, cher- 
cher le point où elle rencontre le 
plan et déterminer la vraie gran- 
deur du segment de cette droite 
compris entre ces deux points. 


Soit à trouver la distance du 
point (a, a") au plan PaQ (fig. 20). 
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Du point (a, a"), abaissons la perpendiculaire (ab, a'b') sur 
lc plan ; ses projections ab, a'b' sont respectivement perpendicu- 
laires aux traces correspondantes du plan. A l’aide du plan cdd’ 
projetant horizontalement la droite, déterminons le pied (b, b') 
de la perpendiculaire et cherchons en ba, la vraie grandeur du 
segment (ab, a'b'). ba, est la distance demandée. 


Autre méthode. — Par un changement de plan ou une rota- 
tion, on rend le plan donné perpendiculaire au plan horizontal. La 
distance du point au plan est égale à la distance de la nouvelle 
projection horizontale du point à la nouvelle trace horizontale du 
plan. 


21. Angle de deux droites. 


On appelle angle de deux droites non situées dans un méme 
plan, l'angle de deux droites concourantes respectivement paral- 
léles aux droites données. On peut donc se limiter au cas de deux 
droites concourantes. 


Soit à déterminer l'angle de deux droites (oa, o'a’) et (ob, 0'b') 
(fig. 21). 


Rabattons le plan des deux 
droites sur le plan horizontal 
II, en le faisant tourner autour 
de l'horizontale (ab, a'b'). 


Les points (a, a^) et (b, b^), 
situés sur l'axe, restent fixes 
pendant le rabattement. Il suf- 
fit de rabattre le point de ren- 
contre (o, o") des deux droites. 


Construisons en coo, le 
triangle de rabattement en 
abaissant oc perpendiculaire sur 
ab, puis en menant oo, parallèle — o,7--...-- o, Fig. 21. 
A ab, et en prenant 00, = mo’. 


Il suffit de porter l'hypoténuse co, en co, pour obtenir en o, le 
rabattement de (o, o^). 


L'angle ao b est l'angle demandé. 
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Menons la bissectrice 0,4 de cet angle. Le point d, intersection 
de o4d avec ab, appartient à l'horizontale. Sa projection frontale 
est d' sur a'b'. 

La bissectrice se relève en (od, o'd’). 

Cas particulier : si les deux droites ont des projections hori« 
zontales confondues, le plan des deux droites est vertical. II suffit 


de le rabattre sur un plan horizontal. Les constructions sont 
simplifiées. 


22. Angle d'une droite et d'un plan. 


L’angle d'une droite et d'un plan est 
l'angle aigu que forme cette droite avec 
sa projection sur le plan. 

Soient AB Ia droite, P Ie plan, et BC 
la projection de Ia droite sur Ie plan. 


ABC est l'angle de Ia droite et du 
plan. : 

Or, en géométrie descriptive, l'angle 
BAC est plus facile à obtenir directement 


que l’angle ABC ; d’où la méthode sui- Fig. 22 a. 
vante : 


Méthode générale. — 
D'un point quelconque de 
la droite, on abaisse une 
perpendiculaire sur le 
plan ; on détermine la 
vraie grandeur de l'angle 
des deux droites. Son 
complément égale l'an- 
gle de la droite et du 
plan. 

Le plan est défini par 
ses traces. 

Soient (ab, a'b') et Pa 
la droite et le plan donnés 
(fig. 22 b). 
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D'un point quelconque (a, a’) de la droite, abaissons la per- 
pendiculaire (ac, a'c') sur le plan. 

Pour déterminer l'angle des deux droites, rabattons-le sur le 
plan horizontal H', en le faisant tourner autour de lhorizontale 
(bc, Ae) de son plan. Le point (a, a") se rabat en ay. ba,c est 
l'angle des deux droites, et son complément ca,e, est l'angle 
de la droite et du plan. 


23. Angle de deux plans. 


D'un point quelconque C, D 
abaissons des perpendiculaires CD 
et CE sur les plans M et N. Le 
plan CED, perpendiculaire à cha- 
cun des plans M et N, est perpen- 
diculaire à leur intersection AB, 


A | M 
sont les rectilignes des diédres | Wl 


ct les angles des droites GE, GD, 
lormés par les plans (fig. 23 a). 


Fig. 23 a. 


Dans le quadrilatère 
CEGD, les angles D et E 
sont droits ; par suite, les 
angles aigus en C et G sont 
égaux ; il en est de méme 
des angles obtus. Donc, 
pour obtenir les angles 
formés par deux plans 
donnés, on abaisse d'un 
point quelconque de l'es- 
pace des  perpendicu- 
laires sur les deux plans, 
et l'on construit les an- 
gles de ces deux droites. 


Exemple : Chaque 
plan est donné par deux 
droites concourantes. — 
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Soient les deux plans (mf, m'f'), (me, m'e') et (ng, gek (ni, n'i), 
définis chacun par une horizontale et une frontale (fig. 23 b). 

D'un point quelconque (o, o"), abaissons (oa, ole) perpendi- 
culaire sur le premier plan, et (ob, o'b') perpendiculaire sur le 
second. Rabattons l'angle de ces deux droites sur le plan 
horizontal H. Les points (a, a’) et (b, b') situés sur l'axe 
restent fixes ; le point (o, o") se rabat en o,. L'angle ao,b et son 
supplément bo,d sont les rectilignes cherchés. 


Autre méthode. — On coupe les deux plans donnés par 
un plan P perpendiculaire à 


leur intersection. Ce plan P 
coupe les deux plans suivant 
des droites (D) et (^) dont il 
d faut chercher l'angle. 
bad Exemples. 


1° Les plans sont définis 
par leurs traces et deux traces 
de méme nofn sont paral- 
Fig. 23 c. lèles. 


Soient «P et w,P, les 
traces horizontales données 
paralléles (fig. 23 d). Dans ce 
cas l'intersection est une 
horizontale parallèle à la 
direction commune des 
traces. 

Coupons les deux plans 
donnés par le plan vertical 
mnaa', perpendiculaire à 
leurs traces parallèles, et, 
par suite, à leur intersection. Fig. 23 d. P 
Les traces des plans donnés 
sur le plan auxiliaire, rabattues autour de am, en ma, et na,, font 
connaitre l'angle demandé ma mn. 


Plans bissecteurs. —- Il suffit de tracer la bissectrice a,b de 
l'angle ma,n et de mener par b, intersection de a,b avec am, une 
parallèle à «P, puis de joindre 8 à ai, 
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RBS’ est l'un des plans bissecteurs. Une construction analogue 
donnerait le second : il suffirait de mener par a, une perpendicu- 
[aire à a;b. 

20 Les plans sont parallèles à la ligne de terre. 


Leurs traces sont paralléles à la ligne de terre, ainsi que leur 
intersection. Le plan perpendiculaire à leur intersection est un 
plan de profil. 


EXERCICES 


386. On transforme une figure (F) par deux affinités de méme rapport, d'axes 
parallèles et de méme direction. 

Montrer que les figures (F1) et (F2) obtenues se correspondent dans une trans- 
lation. 


387. On transforme deux figures homothétiques par une méme affinité. Mon- 
trer que les figures obtenues sont homothétiques. Préciser le centre et le rapport 
de cette nouvelle homothétie. 


388. Quels sont les transformées par affinité d'une division harmonique et 
d'un faisceau harmonique. 


389. On considère l'affinité d'axe x'Ox, de direction y'Oy, de rapport k. 
Quelle est la transformée d'une courbe (C) d'équation y — f(x). Démontrer que, si 
(C) admet une tangente en un de ses points A, la courbe homologue admet une 
tangente au point A’ homologue de A et que ces tangentes sont homologues. 


390. 19 Soit x'x une droite passant par le sommet A d'un triangle ABC et 
1tuée dans son plan. Dans une affinité orthogonale d'axe x'x, les points B et C ont 
pour homologues respectifs B' et C'. Soit | le point commun aux droites BC et 
B'C'. La perpendiculaire en A à Ax rencontre BC en l’, B'C' enl". On construit le 
triangle A1BC directement semblable à AB'C'. 

Quel est le centre de similitude des triangles AB'C' et A1BC ? 

Démontrer que le cercle de diamètre ll’ passe par A et A, et que : 
(x, Im = (IA, l. 

2° Dans un plan, on donne un triangle ABC et un triangle T. En utilisant le 10, 
déterminer une droite Ax du plan du triangle ABC telle qu'il existe une affinité d'axe 
^x transformant le triangle ABC en un triangle directement semblable au triangle T. 
On trouvera deux solutions. Montrer que les deux axes d'affinités trouvés sont per- 
pendiculaires et que le module du produit des rapports d'affinité est égal à 1. 

3e Démontrer que tout triangle ABC peut étre considéré comme la projection 
orthogonale d'un triangle équilatéral. 


391. Un plan étant rapporté à deux axes orthonormés, on envisage la trans- 
tormation (T) qui, à tout point m de coordonnées x et y fait correspondre un point 
11 du même plan de coordonnées x' et y’. 

On désignera par (T-1), si elle existe, la transformation réciproque de (T), 
: est-à-dire celle qui au point M fait correspondre le point m. La transformation (T) 
^st définie par les relations : 

X' = ax + by, vi = cx + dy, 
a, b, c, d étant des nombres réels non nuls simultanément. 


IK 
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19 On envisage d'abord le cas où ad — bc — 0. Montrer que le transformé d'un 
point m quelconque est situé sur une droite fixe. (T) admet-elle alors une transfor- 
mation réciproque ? 

Dans tout ce qui suit, on supposera ad — bc = 0. 


29 Montrer que (T) admet une transformation réciproque. Écrire les égalités 
qui définissent cette transformation. 

Quelles relations doivent exister entre a, b, c, d pour que (T) soit une transfora 
mation involutive, c'est-à-dire coincide avec (T71). 

Montrer que le produit de deux transformations (T) est une transformation (T) 
et que l'ensemble des transformations (T) a la structure de groupe. 


3e (T) admet évidemment l'origine comme point double. Quelle condition 
doivent remplir a, b, c, d pour qu'il en existe d'autres ? Montrer que leur ensemble 
est alors une droite (D) dont on donnera l'équation. 


49 On suppose que : a — d — 2, b — c — — 1. Équation de (D). On fait un 
changement d'axes : (D) est l'axe OX, OY est perpendiculaire à OX. 

Exprimer x et y en fonction de X et Y. Quelles sont les relations entre les 
nouvelles coordonnées (X, Y) de m et (X', Y^) de M. Nature de la transformation 
(T) correspondante. 


Géométrie descriptive. 


392. On donne la trace horizontale d'un plan et deux points A, B sur cette 
trace. — Construire sa trace frontale, sachant que la somme de ses distances aux 
points A et B est égale à une longueur donnée. 


393. Étant donné un triangle équilatéral rabattu sur le plan horizontal, le 
relever. 


394. Trouver dans un plan P un point A dont les distances à deux points B et 
C de ce plan ont une valeur donnée |. 


395. Construire un triangle isocéle, connaissant sa base BC, sa hauteur h et 
sachant que son sommet se trouve dans un plan P. 


396. Construire un triangle équilatéral, connaissant sa base BC et sachant que 
son sommet se trouve dans un plan P. 


397. Mener par A une droite A qui soit orthogonale à une droite A; de profil 
et qui en soit distante d'une longueur donnée |. 


398. Trouver la distance d'un point à un plan : 
a) Le plan est parallèle à xy ; 

b) Le plan est déterminé par xy et un point ; 

€) Le plan a ses deux traces en ligne droite. 


399. Trouver la distance d'un point donné : 
19 A la ligne de terre ; 

29 A une paralléle à la ligne de terre ; 

39 A une ligne située dans le plan frontal ; 

49 A une horizontale quelconque. 


400. 19 Sur une droite donnée, trouver un point dont l'ordonnée soit double 


N 


de l'éloignement. 2° Même problème lorsque le point doit appartenir à un plan 
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donné. 39 Quel est le lieu géométrique des points du plan dont l'ordonnée et l'éloi- 
y#nement sont entre eux dans un rapport donné ? 


401. 19 Trouver la distance de deux plans parallèles. 
29 Mener un plan parallèle à un plan donné et distant de ce plan d'une 
longueur I. 


402. On donne la trace horizontale d'un plan de bout, un point dans l'espace, 
et la distance de ce point au plan. Déterminer la trace frontale du plan. 


403. Trouver l'angle de deux droites sécantes, l'une d'elles étant de profil et 
l'autre étant : 19 quelconque ; 29 parallèle à l'un des plans de projection; 30 paral- 
lèle à la ligne de terre. 


404. Une horizontale rencontre le plan F sous un angle de 459, une frontale 
rencontre le plan H sous un angle de 459. Quel est l'angle des deux droites ? 


405. Déterminer les angles que forme une droite quelconque avec un plan de 
profil et avec le second bissecteur. 


406. Étant donnés un point (a, a^) et un plan Q parallèle à la ligne de terre, 
[aire passer par le point un second plan P parallèle à xy, mais incliné sur le premier 
d'un angle donné. 


407. Par un point donné, faire passer un plan paralléle à xy et qui rencontre, 
sous un angle donné, un plan mené par la ligne de terre et un point, 


408. Dansunplan donné par ses traces, trouver un point équidistant des traces 
de ce plan, sans recourir aux rabattements. — Lieu géométrique des points équi- 
distants. 


409. Mener le plan bissecteur du dièdre que forment deux plans donnés. 


410. On donne deux points A et B tels que AB — a et un point M tel que 

— — 

MAB = œ, MBA = 2a. 

19 Calculer la distance du point M à la droite AB en fonction de a et de «. 

29 Éudier la variation de cette distance quand « varie continuellement, 
M devant rester au-dessus de AB, On ne devra pas recourir aux dérivées. 

39 On choisit AB pour ligne de terre, MA et MB pour projections frontales de 
deux droites situées, la première dans le plan frontal de projection, la deuxième 


dans un plan de front dont l'éloignement est égal à la distance de M à AB. Compléter 
l'épure de ces deux droites. 


49 Figurer la projection de deux horizontales s'appuyant sur les droites con- 
sidérées. 

Pour l'épure, on prendra a = 4 cm, M = 90 et l'une des deux horizontales 
perpendiculaires au plan frontal de projection. (Baccalauréat). 


CHAPITRE 28 


INVERSION 


I. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 


1. Définition. 


Étant donnés un point fixe O et un nombre réel k, 
(k = 0), si, à tout point M on fait correspondre un point 
M' tel que : 

a) O, M et M' soient alignés ; 

—— —— 

b) OM.OM' = k, 

on définit une transformation ponctuelle appelée inversion, 


> > 
Les points O, M et M' étant alignés le produit scalaire OM.OM' 


est égal à OM OM", 
Si M décrit une figure (F), M' décrit une figure (F') dite 
inverse de (F). 


Le point O est le pôle 

ou le centre d'inversion, 

(F) le nombre &, le module 
ou la puissance d'in- 
version. 

Une inversion de cen- 
tre O et de module À se 
désigne en abrégé par 

~ inversion (O, k). 

Si M' est l’inverse de 
M, M est l'inverse de M', 
L'inversion est une 
Fig. 1a. transformation invo- 

lutive. 


Pour k > 0, l'inversion est dite positive. Les points M et M' 
sont situés du méme côté du point O. Tout point de la sphère de 
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centre O et de rayon vk est à lui-même son inverse. C'est un 
point double de la transformation. 


Cette sphère est dite sphère d'inversion. 


Tout point situé a l'intérieur de la sphére d'inversion a son inverse 
«a l'extérieur et réciproquement. 


(Si l’on effectue une inversion plane, le lieu des points doubles 
«st le cercle d'inversion de centre O et de rayon Vk). 


Pour k < 0, l'inversion est négative. Les points inverses M 
vt M' sont situés de part et d'autre de O. Une telle inversion 
n'admet aucun point double. 


Chaque point de la sphére de centre O et de rayon vik] , a pour 
inverse le point de cette sphère diamétralement opposé. La sphère 
n'est plus conservée par points, mais elle est conservée dans son 
ensemble. 


, M 
N S _ 7 7 
NO Ag 
(F) NU dip e (F) 
M C 
N Geib, 


Une telle inversion peut être considérée comme le produit d'une 
inversion positive (O, |k|) et d’une symétrie (O). 


2. Propriété 
caractéristique. 


a) Soient (F) et 
(^) deux figures inver- 
ses dans l'inversion 
(O, k), A un point 
donné et M un point 
quelconque de (F), A' 
ct M’ leurs homologues de (ET), On a 


OA.0A! = OM.OM'. 
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Les points A, A, M, M’ sont donc cocycliques (ou éven- 
tuellement alignés avec O si O, A, M sont sur une méme droite), 


Théorème. — Deux couples de points inverses sont sur 
un même cercle, ou éventuellement sur une méme droite 
passant par le póle d'inversion. 


Réciproquement, soient (F) et (E) deux figures qui se correspondent 
ponctuellement de telle manière que deux couples quelconques de points 
homologues non alignés soient sur un même cercle. 

Soient (A, A") et (B, B") deux couples de points homologues donnés 
et (M, M’) un couple de points homologues quelconque. 

Par hypothése, les points A, A', B, B' sont cocycliques ainsi que les 
points À, A', M, M' et B, B', M, M'. Les droites AA', BB' et MM' sont dong 
deux à deux coplanaires. 


1° Si AA' et BB' se coupent en un point O, les plans AMM' et BMM' 
ont en commun la droite MM. O appartenant à ces deux plans, appartient 
à MM'. 

O, M et M' sont donc alignés et on a : 

OM.OM' = OA.OA' = OB.OB' = Cte, 

Les figures (F) et (F') se correspondent dans l'inversion (O, OA.OA 

2° Si AA' et BB' sont parallèles, toutes les droites analogues sont 
parallèles, sinon on serait dans le premier cas. Le plan médiateur de AA' et 
DÉI est aussi plan médiateur de MM. Il est fixe et les points homologues 


sont symétriques par rapport à ce plan (ce plan est réduit à une droite en 
géométrie plane). 


Théorème. — Si deux figures se correspondent ponctuellement 
de manière que deux couples de points homologues non alignés 
soient sur un même cercle, ces figures sont inverses l'une de 
l'autre ou symétriques par rapport à un plan. 


Remarques. 19 Connaissant un couple (A, A") de points 
inverses et un point M non situé sur la droite AA', l'inverse M' de 
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M est le second point commun au cercle (AA'M) et à la droite 
OM (fig. 2 a). 
29 Si M et M' sont confondus (M appartient au cercle ou à la 


sphére d'inversion), la relation OA.OA’ = OM? montre que le 
cercle (AA'M) est tangent en M à OM. 


3. Distance de deux points inverses. 
Soient A’ et M’ les inverses respectifs de A et M dans une 
inversion (O, k) (fig. 2 a). 
Les triangles semblables OAM et OA'M' donnent 
OM OA AM 


OA OM AM 


nu ar OM' any OM.OM' 
AM = AM Ga — AM QA OM” 
iux AM 
X AM = Hoi or 


Si les points sont alignés, la démonstration est en défaut. On a, 
dans ce cas : 

AMAT mE nu k MA 

A'M’ = OM! — OA = —— — — = k. 

OM OA OA.OM 

Cette relation montre que la formule précédente est encore 
valable. Elle montre aussi que, si quatre points alignés avec le 
centre d'inversion forment une division harmonique, leurs homo- 
logues forment aussi une division harmonique (il suffit d'appliquer 
la formule précédente à la définition de la division harmonique). 


4. Produit de deux inversions de même centre. 


Soient M un point quelconque, Mı l'inverse de M dans l’inver- 
sion (O, k.) et Ma l'inverse de M; dans l'inversion (O, ka). Les 
points O, M, Mı, M2 sont alignés et on a: 


OM OM,=k, | OM, k 


OM,OM,— ka |” gup À 
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Théorème. — Le produit de deux inversions de méme 
centre est une homothétie de méme centre. 

Remarques. 1° Si &, = — k, le produit est une symétrie de 
centre O. 

29 Ce produit n'est pas commutatif, sauf si: ja => A 
c’est-à-dire, si ka = + kų. 1" 


5. Produit d'une inversion et d'une homothétie de méme 
centre. 


Soient M un point quelconque, M’ l'inverse de M dans l'inver« 
sion (O, p) et M" l'homothétique de M' dans l'homothétie (O, k), 
Les points O, M, M', M" sont alignés et on peut écrire : 


OM.OM' =p 
OM" , | = OM.OM' = p.k. 
OM' 
Théorème. — Le produit d'une inversion et d'une 


homothétie de même centre est une inversion de même 
centre. 


Remarque. — Ce produit n’est pas commutatif en général, caf 
si on permute l’ordre des transformations composantes, on vert 


P 


facilement que la puissance de l'inversion-produit est E Ce 


produit sera commutatif si : ph =? , donc si k = + 1. 


Il. INVERSION EN GÉOMÉTRIE PLANE 


6. Cercle d'inversion. 


Dans une inversion plane de puissance positive k, tous les 
points du cercle d'inversion (C) de centre O et de rayon z = Vh 
sont conservés. 

Tout autre point M et son inverse M' sont tels que : 

OM.OM' = k = r2, 
Les points inverses M et M' sont donc conjugués par 


rapport au cercle d'inversion et le cercle de diamètre MM' 
lui est orthogonal. 


GEOMÉTRIE ORIENTÉE - TRANSFORMATIONS 361 


` 


(C) 
Fig. 6. 


7. Tangentes à deux courbes inverses. 


Fig. 7 a. 


Fig. 7 b. 
Soient (C) et (C1) deux courbes inverses dans l'inversion 
(O, R), M un point de (C) [distinct de O] et M: son homologue. 


Soit u un vecteur unitaire orientant la droite OM. Posons : 
a > > 
OM = p. On a: OM = pu. (1). 


Ou OM, = k > OM = Ê 


— 
Donc: OM: = 
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Les vecteurs variables OM et OM: sont fonctions d'un paras 
mètre t. Supposons que, par rapport à t, le vecteur oM admctte 
un vecteur dérivé (OM)' Á 0. La courbe (C) admet donc ung 
tangente en M de vecteur directeur (OMY. [Ch. 7, n° 4]. 

Dérivons (1), par EECH àt: 


(OMY = p'u + p(u)' (3) 
[p' et (a) existent par hypothèse]. 


De même : 
PR k 1? k > k n 
(OM) = = ° p u + S = od [^ « o A + e(uy]. (4) 


Soient deux axes de vecteurs unitaires u et (u)' (fig. 7). Ces 
axes sont perpendiculaires car # et (uy! le sont [Ch. 7, n? 10]. Les 
relations (3) et (4) montrent que, sur ces axes, les e de 
OM) sont respectivement ei et p, celles de $- — (OM) sont 
— e! et p. 

L'hypothése (OM) Á 0 exige donc p' Z 0 et o = 0, c'est-à« 
dire M distinct de O. 

Donc si M est distinct de O, la relation (4) montre que (OM:) 
existe et n’est pas nul. Par suite : 

La courbe (C1) admet une tangente en Mi de vecteur directeu 

_ > : — 
(OM. En outre, les vecteurs directeurs des tangentes, (OM)' et 
_ 
(OMi), ont des directions symétriques par rapport au vecteur 
(uy . La médiatrice (A) de MM; est parallèle à (echt, les tangentes 
en M et M, sont donc symétriques par rapport à (A). 

Théorème. — Si une courbe (C) admet une tangente en 

M, son inverse (C1) admet une tangente en Mi homologue 


de M. Ces tangentes sont symétriques par rapport à la 
médiatrice de MAN 


Remarque. Si M est en O, M; est rejeté à l'infini. 
Autre méthode. — Soient (C) et (C1) deux courbes inverses 


dans l'inversion (O, k), M et N deux points de (C) [distincts de O], 
Mi; et N; leurs homologues sur (C1). 


GÉOMÉTRIE ORIENTÉE - TRANSFORMATIONS 363 


Les points M, N, M1, N1 sont cocycliques, donc les droites 
MN et MAN: sont antiparallèles par rapport aux droites OM et 
ON. Les angles de droites (MN, M1N:) et (OM, ON) admettent 


les mémes directions de bissectrices. 


Supposons que (C) admette une tangente MT en M. Si N 
tend vers M, les bissectrices de (OM, ON) tendent : l'une vers 
OM, l'autre vers la perpendiculaire (p) en O à OM. N; tend vers 
M; et la droite M4N; a donc une position limite MAD: dont la direc- 
tion est symétrique de MT par rapport à la direction définie par 
(p). La médiatrice (A) de MM; a méme direction que (p). M et M1 


(CQ (C) 


Fig.7d. 
¿tant symétriques par rapport à (A), les tangentes MT et MAT 
sont symétriques par rapport à (A). 


Le raisonnement subsiste si M et M4 sont confondus. Dans ce 
cas, le cercle passant par M, N, N; est tangent à OM. MN; a une 
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position limite symétrique de MT par rapport à la perpendiculaire 
en M à OM. 
Théorème. — Voir énoncé ci-dessus. 


8. Angles de deux courbes et de leurs inverses. 


Soient deux courbes (C) et (C1) sécantes en un point M où elles 
admettent respectivement pour tangentes les droites MT et MI, 


(C) 


ve (C) 

(€) | (cj) ( Fig. 8. 
Leurs courbes inverses (C') et (C'1) se coupent au point M' où 
elles admettent respectivement pour tangentes les droites MIT! et 
MT, symétriques de MT et MT, par rapport à la médiatrice 
de MM'. 

On a: (MT, MT1) = — (M'T', MT). 

'l'héoréme. — Si deux courbes se coupent en M sous un 
angle a, leurs inverses se coupent en M' inverse de M 
sous l'angle — a. 

Les angles en M et M’ étant égaux (en valeur absolue), on dit 
que l'inversion conserve les angles. 


Cas particuliers. 

1° Si les courbes sont tangentes en Mie = 0), leurs inverses 
sont tangentes en M' inverse de M. L'inversion conserve les 
contacts. 

29 Si les courbes sont orthogonales en M, leurs inverses sont 
orthogonales en M' inverse de M. 

Remarque. — Les tangentes MT et MII ne sont pas 
inverses. 
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III. FIGURES INVERSES D'UNE FIGURE DONNÉE 
INVERSION PLANE 


a) Figure inverse d'une droite. 


9. Droite passant par le centre d'inversion. 


$1 la droite (D) passe par le centre d'inversion, elle est à elle- 
méme son inverse, d'aprés la définition méme de l'inversion. Réci- 
proquement, si une droite est à elle-méme son inverse, elle passe 
par le centre d'inversion. 


Théorème. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une droite soit conservée dans l'inversion est 
qu'elle passe par le centre d'inversion. 


10. Droite ne passant pas par le centre d'inversion. 


Soit (D) une droite ne 
passant pas par le centre 
d'inversion O. Soient H 
la projection de O sur 
(D), M un point quel- 
conque de (D), H' et M' 
leurs inverses. 


Le quadrilatère 
HMM'H' est inscriptible 


et OM = sl 


Le lieu de M' est le 
cercle de diamétre OH'. Fig. 10. 


Théorème. — L'inverse d'une droite ne passant pas 
par le centre d'inversion est un cercle passant par ce 
centre. 


Le point du cercle diamétralement opposé au centre O est 
l'inverse de la projection de O sur la droite. Son centre est sur la 
perpendiculaire menée de O à la droite. 


366 GÉOMÉTRIE 


11. L’inversion étant une transformation involutive,. (D) 
est l’inverse du cercle (C). 


Théorème. — L'inverse d'un cercle passant par le 
póle d'inversion est une droite perpendiculaire au dia- 
mètre passant par le pôle. 


Le pied de cette perpendiculaire est l'inverse du point diamé- 
tralement opposé au póle d'inversion. 


Exercice. Quel est l'inverse du centre C du cercle (C) ? (fig. 10). 


Soit (d) la médiatrice de OM'. Elle passe par C. L'inverse de (d) est 
un cercle (T) passant par O et par C' inverse du point C. Le centre de (T) 
est sur OM' (n? 10). 

D'autre part, (d) et (c) sont des courbes orthogonales, leurs inverses 
(I) et (D) le sont aussi. Le centre de (T) est donc aussi sur (D). (T) est donc 
centré en M. 


Le cercle (T), de centre M et de rayon MO, recoupe la droite OH en 
C' inverse du point C. O et C’ sont symétriques par rapport à H. 


Autre méthode. C' étant l'inverse du point C, on a: 
OC.OC' = OH.OH' = OH.20C =k. D'où: 
OC.OC' = 20C.0H et OC'— 20H. 


12. Probléme. 


Une droite et un cercle donnés peuvent-ils étre consi- 
dérés comme inverses l'un de l'autre ? 


Soient (C) et (D) un cercle et une droite d'un plan. S'il existe 

une inversion transformant (D) en (C) [et donc (C) en (D)], son 

pôle est nécessairément sur le 

(D) cercle (C) et sur le diamétre 

perpendiculaire à (D) (n9 10). 

M' Ce diamètre OO’ coupe (D) en 

H. Soit M un point dela droite 

(D) et MI l'intersection de la 
droite OM et du cercle (C). 


Le quadrilatére inscriptible 
O'HMM!' permet d'écrire : 
00'.0H = OM.OM' = Cte 
Le cercle (C) et la droite (D) 
Fig. 12. (C) sont donc inverses l'un de 
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l'autre dans l'inversion (O, O'O.OH). On démontrerait de méme 
que (C) et (D) sont inverses dans l'inversion (O', OO'.O'H). 

Ce raisonnement suppose que (D) n'est pas tangente au cercle 
(C). S? (D) est tangente à (C) en O' par exemple, la droite (D) est 
conservée dans l'inversion de centre O'. L'autre inversion subsiste, 
c'est l'inversion (O, OO"2). 

Théoréme. — Une droite et un cercle sont inverses l'un 
de l'autre de deux façons s'ils ne sont pas tangents, d'une 
seule facon s'ils sont tangents. 


b) Figure inverse d'un cercle (Géométrie plane). 


13. Cercles passant par le centre d'inversion. 


L'inverse d'un cercle passant par le centre d'inversion 
est une droite perpendiculaire au diamètre passant par ce 
centre d'inversion (n? 11). 


14. Cercle ne passant pas par le centre d'inversion. 


Soient (C) un cercle de centre C et de rayon R auquel on 
applique l'inversion (O, k), M un point quelconque de (C) et M’ 
son inverse. 


On doit avoir 


OM.OM'— k; 
d'autre part, la puissance du point O par rapport au cercle (C) est 
donnée par == == 

OM.ON =p; 
d'où OM = k = Cte, 

ON P 


M’ est donc l'homothétique de N dans l'homothétie (O, 2): 


Quand M (et par suite N) décrit le cercle (C), M' décrit un 
cercle (C') homothétique de (C). 

L'inverse d’un cercle (C) ne passant pas par le pôle 
d'inversion O est un cercle (C) homothétique du cercle 
(C), par rapport à O ; le rapport d'homothétie est égal au 
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rapport du module d’inversion à la puissance de O par 
rapport au cercle (C) donné. 


M’ 


Fig. 14. 


Cas particulier important. 


Si k — p, le rapport d'homothétie égale 1. Le cercle (C) 
est à lui-même son inverse. 


Remarques. 1° On distinguera le cas du cercle d’inversion 
du cas précédent. 

Dans le cercle d’inversion, chaque point est à lui-même son 
inverse. 

Le cercle d'inversion est le lieu des points doubles de l'inversion, 

Dans le cas précédent, le cercle est conservé dans son ensemble, 
chaque point du cercle a pour inverse un autre point du cercle. Les 
seuls points doubles du cercle (C) sont les points de contact des 
tangentes menées du centre d'inversion au cercle si elles existent. 


29 Pour construire le cercle (C^) inverse du cercle (C), il suffit 
de construire N' inverse de N, le rayon M'C' est paralléle au rayon 
MC. 


15. Réciproque. 


Deux cercles (C) et (C) sont-ils inverses ? 


Si les deux cercles peuvent être considérés comme inverses l'un 
de l'autre, le póle d'inversion est nécessairement l'un des centres 
d'homothétie des deux cercles (n? 14) et ne doit pas étre situé sur 
les cercles (n? 11) [cas de deux cercles tangents]. 


GÉOMÉTRIE ORIENTÉE - TRANSFORMATIONS 369 


Soit S, le centre d'homothétie positive des deux cercles (C) 
ct (C^) non tangents, p, la puissance de S, par rapport au cercle 
(C). 


On peut écrire SA SN = p>, (1) 
" DIM LOU 2: À; (2) 
S1M SIN e 
d’où SIN . SiM' = SıM . SIN = Rr 


Comme M et N', N et Mi sont alignés sur S,, M et N', N et 
I 


MV se correspondent dans l'inversion (Sg Pi). 


Ni et M', Mi et N” se correspondent dans l'inversion 
I 


(5. ” R 22): 
Théorème. — Deux cercles d’un plan sont inverses de 
deux façons s'ils ne sont pas tangents, d'une seule façon 


s'ils sont tangents. Les póles d'inversion sont les centres 
d'homothétie non situés sur les cercles. 
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Remarque. — Les points homothétiques M et M', N et N' 
sont parfois appelés points homologues. Les points inverses N et M', 
M et N' sont alors dits antihomologues. 

Cas particuliers. 


Si les cercles sont égaux, le centre d'homothétie positive est 
rejeté à l'infini. Une seule inversion est possible. 


Si les cercles sont concentriques, les deux centres d'homothétie 
sont confondus au centre des cercles, mais les deux inversionf 
subsistent. Les puissances d'inversion sont + RR'. 


Fig. 15 b. 


> 


Si les cercles sont tangents en T et si À est l’autre centre d'homo- 
thétie, il n'existe qu'une seule inversion de centre A. Les points 
Let L' (fig. 15 b) sont inverses, le point T est un point double dans 
l'inversion. La puissance d'inversion est donc AT?, 


16. Sécantes joignant les points inverses. 


Soient deux cercles (C) et (C^), S un centre d'homothétie, M 
et N', P et Q' deux couples des points inverses, M et P étant sur 
(C), N' et Q' sur (C). 

Les points M, P, Q', N' sont cocycliques (n? 2). Les droites MP 
et N'Q' se coupent en un point « tel que: xP.xM = aQ'.xN', 
« est donc sur l'axe radical de (C) et (C^). 


Théorème. La sécante joignant deux points d'un cercle 
(C) et la sécante joignant les deux points inverses du 
cercle (C^) inverse de (C) se coupent sur l'axe radical de 
(C) et (C^). 
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Fig. 16. 


Les tangentes en M et N’ à (C) et (Cl sont symétriques par 
rapport à la médiatrice de MN’. Elles se coupent sur cette média- 
trice en B tel que BM = BN". B est donc sur l'axe radical de (C) 
et (C7). | 

Théorème. Les tangentes à deux cercles en des points 
inverses se coupent sur l'axe radical des deux cercles. 


17. Inverses des centres des deux cercles. 


Soit H le pied de la polaire (A) du centre O d'inversion par 
rapport au cercle (C). Le cercle de diamétre OH est orthogonal au 
cercle (C). Dans l'inversion (O, k) il se transforme en une droite 
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(D) orthogonale au cercle (C^), donc passant par le centre C’ et 
perpendiculaire à OH. 


H et C' sont donc inverses l’un de l’autre. 


L'inversion étant une transformation involutive, le pied H' de 
la polaire de O par rapport à (C) sera l'inverse de C. 


Théorème. — Lorsque deux cercles sont inverses l'un 
de l'autre, le centre de l’un a pour inverse le pied de la 
polaire du centre d'inversion par rapport à l'autre. 


IV. APPLICATIONS 


18. Inversion d'un faisceau de cercles et du faisceau 
conjugué. 


Considérons un faisceau de cercles (C) défini par les cercles 
(C1) et (C2) ,d'axe radical (A) et le faisceau de cercles conjugués 
I). 


Si l’on applique une inversion de centre O, les cercles (C) se 
transforment en cercles (C') et les cercles (I) en cercles (I"). 


Les cercles (T) orthogonaux aux cercles (C'1) et (C'a) forment 
un faisceau de cercles et les cercles (C') orthogonaux aux cercles 
(I") forment aussi un faisceau. 

L'axe radical (A) devient un cercle (A) orthogonal à tous les 
cercles (I") donc appartenant au faisceau (C). 

Le cercle (C) passant par O devient une droite orthogonale à 
tous les cercles (I") et axe radical des cercles (C). 

Le cercle (T) passant par O devient une droite orthogonale à 
tous les cercles (CT, donc ligne des centres de ces cercles. 

Si le faisceau est à points limites, les cercles (I) passent par ces 
points, les cercles (I") passent par leurs inverses et le faisceau (C) 
est aussi à points limites. 

Si le faisceau est à points de base, tous les cercles (C) passent 
par ces points de base, les cercles (C^) passent par leurs inverses 
et le faisceau (C^) est aussi à points de base. 


Si les cercles (C) sont tangents, les cercles (C^) le seront aussi. 
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L'inverse d'un faisceau de cercles est un faisceau de 
«cercles de même genre, et le faisceau conjugué se trans- 
forme aussi en faisceau conjugué. 


Fig. 18 a. 


Cas particuliers. a) Le faisceau admet des points de base À et 
B et le centre d'inversion est l'un de ces points À (bar exemple). 

Les cercles (C) deviennent des droites (C) passant par H 
inverse de B. Elles forment un faisceau de droites concourantes. 
Les cercles (I") devant être orthogonaux à toutes les droites (C') 
seront centrés en B'. L'axe radical (A) est conservé. 


b) Le faisceau admet des points limites P et Q et le centre d'inver- 
sion est l'un de ces points, P par exemple. 

Les cercles (T) passant par P et Q, se transforment en un fais- 
ceau de droites concourantes au point Q', inverses de Q. 

Les cercles (C^) devant être orthogonaux à ce faisceau de droites 
(T) seront concentriques, le centre commun étant Q’ inverse de 
Q. 

On sait d'autre part que le point limite P a méme polaire par 
rapport à tous les cercles du faisceau (C) et que le pied de cette 
polaire est le second point limite Q. Les centres des cercles (C') se 
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Fig. 18 b. 


trouvent à l'inverse du pied Q de cette polaire, c’est-à-dire en Q'. 
Les cercles (C) sont donc concentriques. 
L'axe radical (A) devient un cercle (A") centré lui aussi en Q'. 


c) Si le faisceau est formé de cercles tangents en A et si le centre 
d'inversion est en A. 

Les cercles (C) du faisceau deviennent un faisceau de droites 
parallèles (C^) et le faisceau (T`) devient aussi un faisceau de droites 
parallèles (T) ; les deux faisceaux sont orthogonaux. 


19. Probléme. 


Transformer, par inversion, une droite et un cercle 
ou deux cercles en cercles concentriques. 

Il suffit, d’après ce qui précède, de prendre pour pôle d'inver- 
sion, l’un des points limites du faisceau défini par le cercle et par la 
droite ou par les deux cercles. 

Le probléme est possible si les deux figures n'ont aucun point 
commun. 
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20. Théorème de Ptolémée. 


Soit ABCD un quadrilatére ins- Je 
criptible dans un cercle (T). d 

Si l'on effectue une inversion de 
centre A, le cercle (lI) devient une 
droite (À). B, C et D ont pour inverses 
les points alignés B', C' et D'. On peut 
écrire : 

B'D' = B'C' HE C'D' 


Z 
or, d'après lc n° 3, i 
pe ALI í) 
AB.AC 
C'D' = ALD a) | 
AC.AD i 
B'D' = || E (1) Fig. 20 e 
AB.AD HARA, 
BD BC CD 
eon agan © "ABAC + lacan 
BD.AC — BC.AD + CD.AB. Q) 


Réciproquement, soit ABCD un quadrilatére convexe tel que 
BD.AC = BC.AD + CD.AB. 


Si on lui applique une inversion de centre A, les points B, C, D ont 
pour inverses B', C' et D', et les distances B'C', C'D' et B'D' sont liées par 
les relations (1). 


La relation (2) entraine 
B'D' = B'C' + CD. 
Les points B', C' et D’ sont donc alignés sur une droite (A). 


Leurs inverses B, C, D sont donc situés sur le cercle (I) inverse de (A) 
et passant par A. 


Le quadrilatére ABCD est donc inscriptible. 


Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un quadrila- 
tére convexe soit inscriptible est que le produit des diagonales 
égale la somme des produits des cótés opposés. 


21. Inverse d'un cercle tangent à une drolte et à un cercle donnés. 


Soient un cercle (C), une droite (D) et un cercle (C^) tangent à (C) et 
(D). Le point de contact 'T de (C) et (C^) est centre d'homothétie pour 
les deux cercles. T” désignant le point de contact de (C) et (D), le rayon 
de (C) homothétique de C'T' est perpendiculaire à (D). L'extrémité P 
de ce rayon est alignée avec les points T, T" (définition de l'homothétie). 
Dans l'inversion de centre P qui échange la droite et le cercle (C) [elle 
existe si P n'est pas sur (D)], l'inverse du point T situé sur (C) est le 


point T” situé sur (D) ; la puissance d'inversion est donc ` PT.PT", c'est- 
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à-dire la puissance de P par rapport 
à (C') qui est donc conservé dans 
son ensemble. 


Si un cercle (C') est tangent 
en T et T' à un cercle (C) et à 
une droite (D), les points T et T' 
sont homologues dans [rune 
des inversions échangeant la 
droite (D) et le cercle (C). Le 
cercle (C') est invariant dans 
cette inversion. 


(D) 


Fig. 21. 


22. Probléme. 


Construire un cercle passant par un point donné A et tangent 
à une droite (D) et à un cercle (C). 


Soit (T) le cercle cherché. Si l'on effectue l'inversion de pôle P qui 
transforme l’un en l'autre le cercle (C) et la droite (D), le cercle (T) est 
conservé dans son ensemble (n? 21). 


Fig. 22. M nl ster 


Le cercle (T) passe donc par B inverse de À. On peut construire le point 
B. On est ramené au probléme : Construire un cercle passant par deux 
points donnés A et B et tangent à une droite donnée (D). 


Pour obtenir B, on construit le cercle (y), circonscrit au triangle 
HQA, B est le second point de rencontre de PA avec ce cercle 


(PA.PB = PQ.PH = k). On prolonge AB jusqu'à sa rencontre avec (D) 
et l'on achéve comme au chap. 17, n? 6. 


La discussion s'appuie sur les remarques suivantes : 
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Dans l'inversion qui transforme une droite et un cercle, l'un en l'autre : 
2) st la droite est extérieure au cercle, 
tout point intérieur au cercle a son inverse 
au delà de la droite et réciproquement. En 
effet PM.PM' — PE.PG 
= PQ.PH, 
et 
PM < PE entraîne 
PM' > PG. 


Tout point pris entre le cercle et la droite a 
son inverse dans la méme région. 
PN.PN' — PE.PG, 


et Fig. 22 b. 
PE < PN « PG 


entraîne 
PG > PN' » PE. 

b) Si le cercle coupe la droite. 

Tout point situé dans la région (I) intérieure au 
cercle et qui contient le centre d'inversion a son 
inverse au delà de (D) (région IIT) et réciproque- 
ment PM « PE 
entraîne PM’ > PG. 


Tout point des régions II et IV a son inverse 
dans la même région 


PE < PN «PG 


entraîne PG > PN'>PE, 
et PI < PL < PJ 
Fig. 22 c. entraine Pj > PL’ > PI. 


Or, pour que le probléme proposé soit possible, il faut que A et B soient 
d'un méme cóté de (D). 

On voit que : 

a) si (D) et (C) sont sécants, il y a toujours deux solutions ; 

b) sz (D) et (C) sont extérieurs, il y a quatre solutions si À est extérieur 
à (C) et du côté de (D) où se trouve (C). 

On peut, en effet, effectuer deux inversions de póles P et Q. 

Si A est intérieur à (C) ou au delà de (D) par rapport à (C), il n'y a 
aucune solution. 

Si A est sur (C) ou sur (D), il y a deux solutions. 

c) Si (C) et (D) sont tangents, il y a trois solutions si A est extérieur à 


(C) et du côté de (D) où se trouve (C), une seule si A est intérieur à (C) ou 
au delà de (D) par rapport à (C). 


(Cette solution est alors le cercle du faisceau défini par (C) et (D) et 
passant par À). 
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Remarque. On peut aussi résoudre ce problème en utilisant l’inver- 
sion de pôle À qui conserve (C). 


23. Inverse d’un cercle tangent à deux cercles donnés. 


(r) 
Fig. 23. 


Soient (C) et (C^) deux cercles donnés, (I) un cercle tangent à (C) en 
T et tangent à (C^) en T”. Le point T est centre d'homothétie pour les 
cercles (C) et (T), 'T" est centre d'homothétie pour (T) et (C^), on sait que 
la droite TT’ passe par un des centres d'homothétie, S, des cercles (C) et 
(C^. Les rayons CT et C'T” se coupent en y centre du cercle (T), par suite, 
ils ne sont pas homothétiques. Dans l'inversion de pôle S qui échange (C) 
et (C^, T' et T sont donc des points inverses, La puissance d'inversion est : 


ST.ST', c'est-à-dire la puissance de S par rapport à (T) qui est donc con- 
servé dans son ensemble. 


Si un cercle (V) est tangent en T et T' à deux cercles (C) et 


(C'), les points T et T' sont homologues dans |Pune| des inver- 


sions transformant (C) en (C'). Le cercle (T) est invariant dans 
cette inversion. 


24. Probléme. 


Construire un cercle passant par un point donné A et tangent 
à deux cercles donnés (C) et (CH, 

Soit (I) le cercle cherché. Il est conservé dans cette inversion et passe 
par B, inverse de A. 

On construira ce point B et l'on est ramené au probléme : 

Construire un cercle passant par deux points donnés et tangent à un 
cercle donné. 
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Pour obtenir B, on construira le cercle (y) circonscrit au triangle 
AEE'.B est le second point de rencontre de SA avec (y). 


En effet SA.SB = SESE' = k. 

On achève la construction comme au chap. 17, n° 7. 

Il y a deux solutions possibles en envisageant l'inversion (S) et deux 
autres en envisageant l'inversion (S^), S’ étant le second centre d'homo- 
thétie. II y a donc quatre solutions au plus. 


Remarque. 

On peut envisager aussi d'autres inversions. 

a) (C) et (C^) déterminent un faisceau de cercles. 

Si le faisceau est à points de base E et F, on effectue l'inversion de pôle 
E qui conserve F. Les cercles (C) et (C^) deviennent des droites passant par 


F ; le cercle (T) devient un cercle ([”) tangent à ces deux droites et passant 
par B, inverse de A. On peut le construire facilement et remonter au cercle 
T 


Il y a deux solutions. 
Si le faisceau est à points limites P et Q, une inversion de pôle P de 


module PQ?, transforme (C) et (C^) en cercles concentriques (C1) et (C) 
de centre Q. Le cercle (T) devient un cercle tangent à (C1) et (C^1) et pas- 
sant par B, inverse de À. 

Si B est entre les deux cercles (C1) et (C'1), il y a quatre solutions. 

Si B est extérieur aux cercles ou intérieur au plus petit, il n'y a aucune 
solution. 

Si le faisceau est à points de contact T, l'inversion de pôle T transforme 
(C) et (C^) en deux droites auxquelles (I^) doit être tangent. Il y a trois 
solutions si A est extérieur aux cercles ou entre les deux cercles, une si À 
est intérieur à l'un des cercles (le cercle du faisceau passant par À). 

b) On peut effectuer l'inversion de centre A. (T) devient une tangente 
commune à (C1) et (C^1) inverses de (C) et (C). 

Si (C1) et (C'1) sont sécants, donc aussi (C) et (C), il y a deux tangentes 
communes, donc deux solutions. 

Si (Ci) et (C3) wont aucun point commun, donc aussi (C) et (C), il 
peut y avoir quatre solutions [(C1) et (C'1) extérieurs] ou aucune solution 
[(C1) et (C'1) intérieurs]. 

On traitera facilement les cas particuliers : (C) et (C^) tangents, ou À 
sur l'un des cercles. 
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EXERCICES 


Inversion plane. 


411. Si quatre points alignés sur le pôle forment une division harmonique, il 
en est de méme de leurs inverses. 


412. Si deux points M et N sont inverses l'un de l'autre dans l'inversion de 
centre O qui conserve le cercle (O), leurs distances à un point P mobile sur le cercle 
sont dans un rapport constant. 


413. On considère dans un plan un centre d'inversion O et trois couples de 
points inverses A, A’ ; B, B' ; C, C'. 
1° Montrer que l'on a 
(CA, CB) -+ (C'A', C'B^) = (OA, OB). 
IM On suppose que C décrit un cercle passant par A et B. Quel sera le lieu de 
C'? 


414. Transformer par inversion, trois cercles donnés en trois cercles dont les 
centres sont alignés. Le probième est-il possible ? Lieu du centre de ces inversions, 


415. Lieu des centres des inversions qui transforment trois points A, B et C 
en trois points A”, B' et C' tels que l'on ait A'B' = A'C'. 

Trouver les centres des inversions qui transforment trois points À, B et C en 
trois points. A, B^, C’, tels que le triangle ABC" soit équilatéral. 


416. Lieu des centres des inversions qui transforment deux points À et B 
donnés sur un cercle (O) en deux points A' et B' diamétralement opposés sur le 
cercle (O^) inverse du cercle (O). 


417. Lieu des centres des inversions qui transforment deux cercles donnés en 
deux cercles égaux. 
Par une méme inversion transformer trois cercles donnés en trois cercles égaux. 


418. Lieu des centres des inversions qui transforment deux cercles donnés (O) 
et (D) ayant deux points communs A et B en deux cercles (O") et (T") tels que le 
cercle (I) détermine sur le cercle (O^) deux arcs dont l'un ait pour mesure 29. Cas 
particulier o = m/2. | 

419. Si R est le rayon du cercle circonscrit à un triangle, r le rayon du cercle 
inscrit et d la distance du centre du cercle inscrit et du centre du cercle circonscrit, 
on a la relation 

d? = R2 — 2Rr. 

420. On donne trois points A, B et C et on considére le cercle (I) lieu des 

points M tels que 


Quel est le lieu du point M' inverse de M dans une inversion donnée ? Examiner 
le cas particulier oü le centre d'inversion est en C. 


421. Dans l'inversion échangeant deux cercles, le centre d'inversion est l'un 
des centres d'homothétie. Quel est l'inverse de l'autre centre d'homothétie ? 
422. Parmi les cercles orthogonaux à un cercle A : 


19 Tous ceux qui passent par un m&me point P passent par un autre point fixe 
Pi. 
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29 Tous ceux qui sont tangents à une droite D sont tangents à un méme cercle 
)' et tous ceux qui sont tangents à un même cercle C sont tangents à un deuxième 
cercle C’, 


423. Parmi les cercles qui coupent deux cercles donnés sous des angles égaux, 
ous ceux qui passent par un même point P passent par l'un ou l'autre de deux points 
ixes Pi ou P^. . 

424. On donne deux cercles orthogonaux O et wœ qui se rencontrent aux 


points A et B ; on prend un point C sur le cercle O, un point D sur le cercle œ. 
Jémontrer que les cercles ACD et BCD sont orthogonaux. 


425. D'un point fixe C pris sur le prolongement d'un segment rectiligne AB, 
on méne aux cercles qui passent par les points A et B des tangentes CD et CD'. 


19 Lieu des points de contact D et D’ de ces tangentes. 
29 Lieu du milieu M de la corde DD'. 


426. D'un point P à un cercle O, on méne deux sécantes variables PAA' et 
PBB’. Lieu du point M où se recoupent les cercles PAB et PA'B' ou du point N oü se 
i ecoupent les cercles PA'B et PAB’. 


427. On donne un cercle O et deux points A et B. Par le point B on mène une 
;écante quelconque BCD et on trace les droites AC et AD qui recoupent le cercle 
'espectivement en E et F. Trouver le lieu géométrique du centre du cercle circons- 
«rit au triangle AEF. 


428. Unecorde BC pivote autour d'un point A donné à l'intérieur d'un cercle 
O. Sur chacun des segments BA et AC comme cordes, on décrit des cercles tangents 
4u cercle O. Lieu du second point M où se coupent ces deux cercles variables. 


429. Étant donnés un cercle C et un point O, si par le point O on mène une 
cante OAA”, les cercles passant par les points O et touchant le cercle en A et A’ 
e rencontrent en un deuxième point P. Lieu du point P. 


430. On donne un cercle O et un point P. Par ce point P on méne une sécante 
-ariable qui rencontre le cercle O en deux points A et B, et on considère les cercles 
Y et Y' qui ont pour diamétres respectivement PA et PB. L'axe radical des cercles O 
et y rencontre l'axe radical des cercles O et y’ en un point M. Lieu du point M. 


431. On donne un cercle O et deux diamétres rectangulaires Ox et Oy. La 
tangente en un point P quelconque de ce cercle rencontre Ox en A et Oy en B; l'axe 
radical du cercle O et du cercle circonscrit au triangle AOB rencontre Ox et Oy aux 
points C et D. Trouver le lieu géométrique du milieu M de CD. 


432. Un triangle ABC dont l'angle A est constant et l'aire invariable pivote 
Autour de son sommet A qui est fixe. Lieu du sommet C quand le sommet B décrit 
soit une droite, soit un cercle passant par le sommet A. 


433. On donne un point A et un cercle O. On considère les cercies (C) tangents 
i O et passant par A. Lieu du deuxième point commun à deux cercles (C) orthogo- 
naux, 


434. On donne deux cercles O et O'. Une tangente variable au cercle O coupe 
O' en deux points B et C. Enveloppe du cercle O'BC. 


435. Un angle constant BAC — a pivote autour de son sommet A qui est fixe 
et intercepte sur une droite fixe D un segment variable BC. Déterminer l'enveloppe 
du cercle ABC. 
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436. Construire un cercle passant par un point A, tangent à une droite D et 
orthogonal à un cercle C. 


437. Mener par un point P un cercle tangent à deux cercles donnés. 


438. Par deux points A et B, mener un cercle. 
19 Tangent à un cercle O. 

29 Coupant le cercle O sous un angle g. 

Cas particulier o = 7.2. 


439. Construire un cercle tangent à un cercle A et orthogonal à deux cercles 
donnés B et C. 


440. On donne un point A, une droite D et un cercle O. Trouver sur la droite 
un point B et sur le cercle un point C tels que le triangle ABC soit rectangle en A et 
d'aire donnée 1/2 m?. 

441. On donne un cercle O, un point A et une droite A pàssant par A. 


19 Montrer qu'il existe deux cercles tangents au cercle O et touchant la droite 
A au point A. 


20 La droite qui joint les points de contact de ces cercles et du cercle O passe 
par un point fixe lorsque la droite A tourne autour du point A. 


442. On donne un cercle de centre O et la tangente AT en l'un de ses points À, 


19 Construire un cercle (C) orthogonal au cercle O et tangent à AT en un point 
donné M. 


29 OM coupant (C) en un second point M’ trouver le lieu de M' quand M décrit 
AT, et montrer que (C) reste tangent à ce lieu. 


443. Sur deux cercles donnés (O) et (O') on donne deux points, A sur (O) et 
A sur (O^). On mène d'un point P de l'axe radical (D) des deux cercles, PA et PA" 
qui recoupent (O) et (O') respectivement en M et M“. Déterminer le point P de 
maniére que MM' soit perpendiculaire à (D). 


444. On donne deux cercles (O) et (O") tangents extérieurement au point A, 
et un point P situé sur la tangente commune AT. 


19 Montrer qu'il existe deux cercles (y) et (y^) passant par le point P et tangents 
aux cercles (O) et (O^) et déterminer leurs points de contact. 


29 Les deux cercles (y) et (y') se coupent en un point autre que P ; trouver le 
lieu de ce point quand P décrit la droite AT. 


445. On donne deux cercles (O) et (O") qui se coupent en deux points A et B. 
On prend un point M sur le cercle (O) et l'on mène les droites MA et MB qui recou- 
pent le cercle (O') en A' et B'. 


19 Démontrer que la droite A'B' est perpendiculaire à MO, 

29 Trouver l'enveloppe de A'B'. 

446. On considère un cercle fixe (O), un point fixe A et les cercles (C) ortho- 
gonaux au cercle (O) et passant par A. 

19 Lieu du centre des cercles (C). 

29 Enveloppe de la corde commune au cercle (O) et à un cercle (C). 


39 Soient M et N les points communs au cercle (O) et à un cercle (C). Les droites 
AM et AN rencontrent le cercle (O) en M' et N'. Enveloppe de M'N'. 


49 Montrer que le cercle circonscrit au triangle AM'N' passe par un point fixe. 
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447. Onconsidére sur une circonférence de centre O deux points fixes B et C 
«| un point variable A. Soient (y) et (Y^) les cercles qui passent par le point A et qui 
ont tangents respectivement en B et C à la droite BC. 

19 Lieu géométrique du deuxième point de rencontre des cercles (y) et (Y^). 

29 Lieu du point N où AB rencontre (y^) et du point P où AC rencontre (y). 


448. On donne une circonférence (C) et une droite (D) situées dans un méme 
plan et qui ne se coupent pas. 

19 Montrer que l'on peut par une inversion convenablement choisie transformer 
(ette circonférence et cette droite en deux cercles concentriques. 

20 On considère deux circonférences (y) et Gei variables toutes deux et assu- 
jetties à rester tangentes entre elles et d'autre part tangentes à la circonférence (C) 
vt à [a droite (D). Trouver le lieu de point de contact de (y) et de (y^). 

30 En déduire le lieu des centres des inversions qui transforment le cercle (C) 
rt la droite (D) en deux cercles égaux. 


449. Dans un plan on donne deux points A, B, et on prend sur AB entre A et 
3 un point C ; on construit, dans le plan considéré, d'un même côté de AB, les trois 
iemi-circonférences décrites respectivement sur AB, AC, CB comme diamètres ` 
on envisage une circonférence tangente à ces trois demi-circonférences et on désigne 
ar M son centre. 


19 Que devient la figure considérée si on lui applique une inversion ayant pour 
le un des points A, B, C? 

29 On envisage deux inversions ayant pour póles respectifs A, B et des puis- 
‘ances d'inversion choisies, dans chaque cas, de façon à transformer en elle-même 
a demi-circonférence à à laquelle le póle n'appartient pas ; déduire de la considéra- 
lion simultanée de ces deux inversions une détermination graphique de la circon- 
férence de centre M. 

39 On désigne par 2a la distance AB, par 2x la distance AC, par O, D, E les 
inilieux respectifs de AB, AC, CB, par y le rayon de la circonférence de centre M ; 
: Alculer en fonction de a et de x les longueurs MD, MO, ME et le rayon y. 


450. Soient (I) et (J) deux cercles égaux de rayon R, tangents en un même point 
O, à une droite donnée (D). 

1e Montrer que par un point A de la droite (D) on peut en général mener deux 
' cercles (B) et (y) tangents aux cercles (I) et (J). Déterminer graphiquement les points 
de contact, puis les centres des cercles (B) et (y) par une inversion convenable de 
póle A. 

29 Étudier directement le cas particulier OA — R, et calculer dans ce cas, le 
rayon de l'unique cercle passant par A et tangent aux cercles (1) et (J). 

39 On choisit sur [a droite (D) un sens positif de parcours et l'on prend le point 


O pour I' origine « des abscisses. Calculer en fonction de l'abscisse OA = x du point 


^, les abscisses OB et OC des points B et C, où les cercles (B) et (y) coupent res- 
pectivement la droite (D) en dehors de A. Montrer que, dans tous les cas de figure, 
l^s points B et C sont conjugués harmoniques par rapport à O et A. 


40 Étudier quand x varie de — oo à + œ, les variations de l'abscisse y = Ow 
lu milieu œ du segment BC. Construire la courbe représentative de ces variations. 
l'réciser la position de la tangente à cette courbe pour x = 0. 


451. On donne un cercle (C) de centre O et de diamétre AB — 2R et une 
«droite (A) perpendiculaire à AB en H. On pose OH = d. Soit M un point variable 
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sur (A). Les droites MA et MB recoupent en P et Q le cercle (C). On désigne par (y) 
le cercle variable circonscrit au triangle MPO, son centre par œ, son rayon par fj 

19 En se servant d'une inversion convenablement choisie, montrer que (y) ost 
orthogonal à (C) et que son centre œ est sur (A). 

2° Montrer que l'axe radical de deux cercles (y) quelconques est toujours Ig 
droite AB et que la droite PQ passe par un point fixe K. 

3e Déduire des résultats obtenus le lieu du point N autre que M, commun Ë 
(y) et au cercle (C?) circonscrit au triangle MAB. 


49 On oriente (A) et l'on pose HM = x; Ho = y. Évaluer y en fonction de 
x, R et d. Quand x varie, tracer la courbe représentative des variations de y, en 
distinguant les divers cas possibles suivant les valeurs de d. 

452. On donne un système de coordonnées rectangulaires x Ox, y'Oy ; oh 
donne en outre la droite (D) paralléle à x'Ox et rencontrant Oy en B, tel que 


OB = 2R (R est une longueur positive donnée). 

On appelle (M) un cercle tangent à la fois à x'Ox et à (D) et dont le centre M, 
n'est pas sur y'Oy ; on appelle (P) le cercle inverse du cercle (M) dans l'inversion dg 
póle O et de puissance 4R? ; on dit alors que le cercle (P) est le cercle associé ay 
cercle (M). On notera P le centre du cercle (P). 

19 Montrer que, lorsque (M) varie, son cercle associé (P) reste tangent à la folt 
à x'Ox et à un cercle fixe, (L), que l'on précisera. En déduire : 

a) une construction simple du cercle (P) associé à un cercle (M) donné ; 

b) les cercles (M) qui coïncident avec leur cercle associé ; 

29 Quel est le lieu des points communs, lorsqu'ils existent, à un cercle (M) et 
à son cercle associé ? Construire les cercles (M) qui sont tangents à leur associé į 
construire leurs cercles associés. 

39 Quel est le lieu du pied H, de la polaire de O par rapport au cercle (P) 
lorsque le cercle (M) varie ? En déduire que cette polaire passe par un point fixe, 
que l'on précisera. 

49 On désigne par (O) le cercle de centre O de rayon 2R. Montrer qu'il existe 
un point K ayant méme puissance par rapport au cercle (O), au cercle (T) au cercle 
(M) et à son cercle associé (P). Montrer que, lorsque (M) varie, la perpendiculaire 
en K à l'axe radical des cercles (M) et (P) passe par un point fixe F. j 

N.B. Par lieu géométrique ou lieu il faut entendre ensemble de points. 

(Bacc. France, 1962 -- Partiel), 


> — 
453. A) On donne deux axes perpendiculaires, x'Ox et y'Oy Le, Oy): 
+3). munis de vecteurs unitaires de même longueur, et plusieurs points définis 


par leurs coordonnées : 

A(x = a, y = 0), B(x = 0, y = a), C(x = a, y = a), I(x = a, y = B), 
Jx = œ, y = a), a étant un nombre positif constant, œ et B deux nombres positifs, 
négatifs ou nuls. On désigne par (I) le cercle de centre |, tangent à Ox, et par (J) le 
cercle de centre J, tangent à Oy. 

19 Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que les cercles (|) 
et (I) soient orthogonaux est que l'on ait 

(0 a+B—a. 
29 Montrer que si la relation (1) est satisfaite, il existe une rotation (dont on 


=> -> 
précisera l'angle et le centre S) transformant le vecteur Al en le vecteur CJ, 
En déduire que la médiatrice du segment |] passe par un point fixe. 


GÉOMÉTRIE ORIENTÉE - TRANSFORMATIONS 385 


30 Les nombres œ et B varient en restant liés par la relation (1). Montrer que le 
point M de coordonnées (x = œ, y = B) appartient aux cercles (1) et (J) et à la droite 
AB. Trouver les lieux des points d'intersection, M et P, des cercles (1) et (J) et le 
licu du milieu du segment IJ. 

49 Transformer, dans l'inversion de póle A et de puissance AB?, les droites 
x'Ox et y'Oy et les cercles (I) et (J). Retrouver ainsi les lieux des points d'intersec- 
lon des cercles (1) et (J). 

B. On considére maintenant un triangle fixe quelconque OAB. On désigne par 
(I) un cercle variable tangent au point A à la droite OA et par (J) un cercle variable 
Iangent au point B à la droite OB et orthogonal au cercle (l). Comment faut-il 
t hoisir le triangle OAB pour que le lieu des points d'intersection des cercles (1) et 
(I) comprenne une droite ? 

(Bacc. France, session de remplacement, juin 1961). 


454, Dans un plan rapporté à deux axes rectangulaires x'Ox, y'Oy, on définit 
les points fixes A, B, I, J, S et le point variable M par leurs coordonnées respectives : 
A(— 3, 0), BO, O), I(1, 0), (9, O), S(O, h), M(x, 0), où h désigne une constante positive 
et x une variable pouvant prendre toute valeur de — oo à -+ oo. 

19 Calculer en fonction de x la quantité z — MA + 2MB (MA et MB repré- 
sentent des longueurs, donc des nombres positifs ou nuls). Montrer que, dans cha- 
«un des intervalles x < —3, —3 < x < 3, x < 3, la quantité z s'exprime en 


z 
lonction linéaire de x et vérifier que, selon l'intervalle considéré, le rapport Mi 


z 
ou le rapport M reste constant. 


- MA + 2MB . 
29 Calculer la quantité y = MS en fonction de x et h. Dans le cas 


particulier h = 3, étudier les variations de y en fonction de x et tracer le graphique 
représentatif avec le plus de précision possible. On prendra pour échelle : sur l'axe 
«Ox, 1 unité = 1 centimètre ; sur l'axe y'Oy, 1 unité = 3 centimètres. 

Déterminer la plus grande et la plus petite valeur de y quand x varie de — oo 
4 -+ œ. Pour quelles valeurs de x a-t-on y = 3? 

Supposant toujours h — 3, comparer les valeurs prises par y en deux points 
M1, Ma divisant harmoniquement le segment AB. Expliquer géométriquement le 
résultat obtenu, d'après le choix particulier du point S. 

39 Revenant au cas général (h > O quelconque), on désigne par A’, B”, l”, J”, 
Hi les inverses respectifs de A, B, 1, J, M dans l'inversion de centre S et de puissance 
h?. Montrer que, quand x varie en restant dans l'un des intervalles x < — 3, 


-3 < x < 3, x < 3, le rapport > ou le rapport = selon l'intervalle consi- 


déré, reste constant. 
Montrer qu'on peut ainsi déterminer sans calcul le sens de variation de y et 
retrouver les résultats obtenus au 29 pour h = 3. 
tant donnés un cercle C, deux points A' et B' de ce rde et un point M’ varia- 
ble sur ce cercle, montrer que l'étude précédente permet de déterminer la plus 
grande et la plus petite valeur de M'A’ + 2M'B'. 
(Bacc. France, 1959). 


455. On donne un cercle (C) de centre O, une corde fixe AB de ce cercle. On 
désigne par | le milieu de AB (on suppose que | et O sont distincts). Soit M un point 
variable de (C) ; la tangente en M au cercle (C) coupe la droite AB en T. 

1° Montrer que la polaire t de T par rapport au cercle (C) passe par un point 
trxe | et que le cercle (œ) de diamètre JT est orthogonal à (C). Le point M décrivant 


13 
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le cercle (C), montrer que les cercles (w) appartiennent à un faisceau dont on pré. 
cisera les points de base. 

29 Quel est le lieu du point T', transformé de T par l'inversion de pôle J, de 
puissance JA? ? Transformer par cette inversion le cercle (œ) et la droite MT. 


39 Soit K le centre du cercle inverse de la droite MT. Quel est le lieu de K T 


+ 

Soient œ le milieu de JO, y'ay un axe porté par JO et de même sens que IO, 

x'ax un axe tel que le repère x'ax, y'ay soit direct et orthonormé. Écrire l'équa- 

tion du lieu de K par rapport à ce repére. On désignera par R le rayon de (C) et 
par kR (k > 1) la longueur OJ. 


49 Quelle est la polaire ( du point T’ par rapport au cercle (C) ? Déterminer 
l'enveloppe de t’. 

59 Dans cette question, on suppose que k — 2. 

Déterminer les lieux : 

a) De l'orthocentre H du triangle MAB ; 

b) Du pied H' de la polaire h de H par rapport au cercle (C). 

Quelle est l'enveloppe (E) des droites h ? Écrire l'équation de (E) par rapport 
au repère a'ax, y'ay. 

NOTE. Par lieu géométrique ou lieu, il faut entendre ensemble de points. 

(Bacc. France, 1963). 


456. On donne un systéme d'axes orthonormé, x'Ox, y'Oy ; soit A l'extrémité 
du vecteur unitaire de l'axe x'x. On considére la transformation ponctuelle T qui, 
à un point P du plan, fait correspondre le point M par la construction suivante : P 
se projette orthogonalement en H sur yy ; M est l'intersection de la droite AP avec 
la paralléle à AH menée par O. 

19 Le point M est-il bien défini pour tout point P du plan ? On considère l'inter- 
section, |, de la droite AP avec y'y. Montrer que M et P se correspondent dans une 
inversion de pôle | et de puissance 1A2. Comment faut-il modifier cette conclusion 
lorsque | n'existe pas ? Montrer que cette nouvelle détermination du point M est 
équivalente à la construction initiale, lorsque P n'est pas sur x'x. Peut-on, dans un 
langage conventionnel, définir le transformé d'un point P situé sur yy ? 

29 On désigne par (x, y) les coordonnées de P, par (X, Y) celles de M. Établir 
les relations qui déterminent x et y en fonction de X et Y, puis celles qui donnent 
X et Y en fonction de x et y. 


3° Démontrer que T transforme une droite (U) en une droite (V). Donner une 
détermination géométrique simple de (V) lorsque (U) est donnée. 
4o Démontrer que T transforme un cercle (K), de centre A et de rayon k 
(k > 0), en une conique, (C), dont on discutera le genre, suivant les valeurs de k. 
Mettre en place les foyers, les sommets et les asymptotes de la conique cor- 
respondant à k — 4/2. 
(Bacc. Israël, 1962). 


CHAPITRE 29 


TRANSFORMATION 
PAR POLAIRES RÉCIPROQUES 
(GÉOMÉTRIE PLANE) 


1. Définition. 


Étant donné un cercle (O) d'un plan, à tout point P de 
ce plan (sauf le centre O) on peut faire correspondre une 
droite du plan, polaire de ce point par rapport au cercle 
(O), et à toute droite (A) du plan (sauf les droites passant 
par le centre), on peut faire correspondre un point P, póle 
de cette droite (A) par rapport à (O). 

Cette transformation est dite transformation par polaires 
réciproques. 

Le cercle (O) est le cercle directeur de la transformation. 

On remarquera que cette transformation n'est pas une trans- 
formation ponctuelle. 


2. Propriétés. 


1° Cette transformation est involutive. En effet, à un 
point P du plan associons la 


polaire de P par rapport à un cercle (O 
(O). Dans la transformation par 
polaires réciproques par rapport È 
au cercle (O), à la droite (A) cor- == 7 P 
respond le point P (réciprocité j 
polaire). À 

Ainsi à toute figure (F) du plan, 4 s 

Fig. 2 a. 


formée de points et de droites, 
correspond une figure (F') formée de droites et de points et réci- 
proquement, à la figure (F') correspond, dans la même transfor- 
mation, la figure (F). 
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20 À toute propriété de la figure (F) correspond une propriété de 
la figure (F"). On dit que ces propriétés sont corrélatives. 


Ainsi, en vertu de la réciprocité polaire : 


a) à trois points de (F) alignés sur une droite (D) cor- 
respondent trois droites de (F') concourantes au pôle de 
(D). 

b) à trois droites de (F) concourantes en un point P, 
correspondent trois points de (F") alignés sur la polaire de 
P. 

Ce procédé permet d'établir certaines propriétés. 


Exemple. Transformer par polaires réciproques la propriété des 
bissectrices d'un triangle d’être concourantes. 

Soient ABC un triangle, (O) son cercle circonscrit, AA’, BB' 
et CC' les trois bissectrices de ce triangle, I leur point de concours. 
Prenons (O) comme cercle directeur de la transformation. 

La bissectrice AA’ a pour pôle le point de concours « des 
tangentes au cercle en À et A’ ; de méme BB’ a pour pôle le point 
de concours f des tangentes en B et B' et CC' a pour pôle y, point 
de concours des tangentes en C et C'. 

AA', BB', CC' concourant au point I, «, B, y sont alignés sur 
la polaire (A) de I par rapport à (O). 
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D'où la proposition : 

Étant donné un cercle (O), trois points A, B et C sur ce cercle, À, 
B' et C' les milieux des arcs BC, CA et AB, les tangentes en À et A, 
D et B', C et C' se coupent en trois points alignés. 


3. Transformée d'une 
division harmonique. 


Soient quatre points A, 
D, C, D d'une droite (A) 
formant une division har- 
monique. Dans la transfor- 
mation par polaires réci- 
proques de cercle directeur 
(O), les points A, B, C, D 
se transforment en des 
droites (a), (b), (c), (d) res- 
pectivement perpendicu- 
laires à OA, OB, OC, OD et Fig. 3 
passant par le pôle P de (A). i 


=> 
Dans la translation de vecteur OP suivie de la rotation 
(P, + 1/2), le faisceau harmonique (O, ABCD) se transforme 
en le faisceau de droites (P, abcd). 


Le faisceau (P, abcd) est donc harmonique. 


Théorème. — La transformée par polaires réciproques 
d'une division harmonique est un faisceau harmonique et 
réciproquement. 


4. Transformée d’une courbe. 


a) Remarques préliminaires. 

19 On peut considérer une courbe (T) 
comme l'ensemble de ses points ou, si elle 
admet une tangente en chacun de ses points, 
comme lenveloppe de ses tangentes. 


Exemple : un cercle est l'ensemble des points 
équidistants d'un point fixe ou l'enveloppe d'une 
droite dont la distance à un point fixe est 
constante. Fig. 4 a. 
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29 Soient À un point d'une courbe (Dl) (ayant une tangente 
en A) et A' un point voisin de A sur (F), si A’ tend vers A, la 
sécante AA' tend vers la tangente en A. 

Nous admettrons la propriété suivante : si (T) est la tangente 
en A et (T^) la tangente en un point voisin A, le point P com- 
mun à (T) et (T) tend vers A lorsque (T^) tend vers (T). 


b) Transformée d'une courbe par polaires réciproques. 

1» Définition. 

Soit une transformation par polaires réciproques de cercle 
directeur (O). 


Si un point A décrit une courbe (T), sa polaire (a) reste 
tangente à une courbe (y) qui est dite transformée de (T). 


Fig. 4 b. 


29 Propriétés réciproques de (y) et (T). 

Soient A’ un point de (T`) voisin de A, (a^) sa polaire. (a) et (a^) 
se coupent en P, par réciprocité polaire, la polaire de P est la droite 
AAT, 

Si A’ tend vers A en restant sur la courbe (T), la sécante AA' 
tend vers la tangente AT à (T`), (a^) tend vers (a) et le point P tend 
vers f point de contact de (a) et (y) [remarque n? 2]. t est donc le 
pôle de la position limite de AA. c'est-à-dire AT. 
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(T) est donc l'enveloppe des polaires (T) des points t de (y). 
Les courbes (T) et (y) sont donc réciproques. Elles sont appelées 
courbes polaires réciproques par rapport au cercle directeur. Chacune 
d'elles peut-étre considérée comme étant : 

«) Pensemble des póles des tangentes à l'autre, 

B) l'enveloppe des polaires des points de l'autre. 


Les problèmes relatifs aux points (ou tangentes) de (y) se 
ramènent à des problèmes relatifs aux tangentes (ou points) de (T). 


5. Conservation du contact. 


On appelle élément de contact d'une courbe, l'ensemble d'un 
point de la courbe et de sa tangente en ce point. 


La transformation par polaires réciproques transforme un 
clément de contact de (I) en un élément de contact de (y). 


Soient deux courbes tangentes (I) et (I"). Leur élément de 
contact commun, se transforme en un élément de contact commun 
à (y) et (y) transformées de (T) et (I). 


Théorème. — La transformation par polaires réci- 
proques conserve le contact. 


6. Recherche de la transformée d'une courbe. 


19 Un point A décrivant (T), 
la courbe (y) polaire réciproque de 
(P) par rapport au cercle directeur 
(O, R) est l'ensemble des pôles t 
des tangentes AT à (I). 


Soit H la projection de O sur 
(T). On a: 
OLOH — R2. Fig. 6 a. 
L'ensemble (T^) décrit par H ayant été défini, (y) est donc l'inverse 
de (V) dans l'inversion (O, R2). 
29 Un point À décrivant (I), la courbe (y) polaire réciproque 


de (T) par rapport au cercle directeur (O, R) est l'enveloppe des 
polaires (a) de A. 
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(a) est perpendiculaire en K à 


"n OA et on a: 
p OK.OA = R2. 
L'ensemble (I") décrit par K 
est donc l'inverse de (I) dans l'inver- 


(D sion (O, R2). 

(y) apparait donc comme l'enveloppe 
d'un cóté (a) d'un angle droit dont le 
sommet décrit une courbe (Y) et dont 
l'autre côté passe par un point fixe (), 


Fig. 6 b. 


EXERCICES 


457. Dans une transformation par polaires réciproques quelle est la figura 
transformée d'un triangle conjugué par rapport au cercle directeur de la trans- 
formation ? 


458. Dansune transformation par polaires réciproques quel est le transformé 
du cercle directeur de la transformation ? d'un cercle concentrique au cercle 
directeur ? 


459. Les médianes d'un triangle sont concourantes. 
Transformer cette propriété par polaires réciproques en prenant pour cercle 
directeur le cercle circonscrit au triangle. 


460. Transformer par polaires réciproques la propriété de la droite de Simson, 


461. On désigne par (y) et (y^) les courbes polaires réciproques d'une même 
courbe (T) par rapport aux cercles directeurs concentriques (O, R) et (O, R”), 
Montrer que (y) et (y') se correspondent dans une transformation simple. 


462. |. Dansun plan rapporté à un repére orthonormé x'Ox, y'Oy on donne : 
le cercle (O) de centre O et de rayon R, un point fixe Pio, B) et un point quelconque 
P'(X, Y). 

Montrer que P et P' sont conjugués par rapport au cercle (O), si, et seulement si 
—— — 

OP.PO' = R2, En déduire l'équation de la polaire de P par rapport au cercle (O), 
x2 2 
Il. On considère la courbe (E) d'équation — + S = 1 (a et b: longueurs 
a2 
données) et un point M(x,, yo) de cette courbe. 

a) Etablir l'équation de la tangente en Mo à la courbe (E). 

b) Déterminer, en fonction de xç, yg, a, b, R les coordonnées œ et B du pôle P 
de cette tangente par rapport au cercle (O). 

c) Dans la transformation par polaires réciproques de cercle directeur (O), 
quelle est la transformée de la courbe E ? 

Faire la figure dans le cas: R — 4,a — 4, b — 2. 


QUATRIÈME PARTIE 


Les Coniques 


CHAPITRE 30 


LES CONIQUES. DÉFINITION 
PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES 


DÉFINITIONS 
1. Définition de l'ellipse. 


On appelle ellipse l'ensemble des points M du plan, 
centres des cercles (M) tangents à un cercle donné (F') et 
passant par un point F intérieur au cercle (F'). 

Le cercle (EI) est le cercle 
directeur relatif au foyer F', on 
désigne son rayon par 2a. 


Les points F et F' sont les 
foyers de l’ellipse ; on désigne 
la longueur PET par Ze, 

F étant intérieur au cercle 
(F^), on aura 2c < 2a. 

Les segments MF et MF' 
sont les rayons vecteurs du point M. Fig. 1 a. 


Le rapport e — É est l'exentricité de l'ellipse (e < 1) 


Définition de l'hyperbole. 


On appelle hyperbole 
l'ensemble des points M 
du plan, centres des cer- 
cles (M) tangents à un 
cercle donné (F') et pas- 
sant par un point F exté- 
rieur au cercle (F'). 


Fig. 1 b. 
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Le cercle (F') est le cercle directeur relatif au foyer E", on 
désigne son rayon par 2a. 

Les points F et F' sont les foyers de l'hyperbole ; on désigne 
la longueur FF’ par Ze, 


F étant extérieur au cercle (F^), on aura 2c > 2a. 


Les segments MF et MF' sont les rayons vecteurs du point M. 


Le rapport e — š est l'excentricité de l'hyperbole (e > 1) 


Définition de la parabole. 


On appelle parabole l'ensemble 
des points M du plan, centres des 
cercles (M) tangents à une droite 
donnée (D) et passant par un point p 


donné, F, hors de cette droite. K 
La droite (D) est la directrice. 
Le point F est le foyer. 
La distance, p, du foyer à la direc- 

trice est le paramètre. (D) (P) 


Le segment MF est le rayon vecteur 
du point M. Fig. 1 c. 


Coniques. Les trois courbes que nous venons de définir sont 
désignées sous le nom général de coniques. L'étude ultérieure 
justifiera ce terme en montrant qu'elles peuvent être obtenues en 
coupant une surface conique par un plan convenablement choisi. 


Les trois définitions précédentes peuvent se mettre sous une 
forme unique : 


On appelle conique l'ensemble des centres des cercles 
passant par un point donné (foyer) et tangents à une droite 
(directrice) ou à un cercle (cercle directeur) donné. 

Si le foyer est un point de la directrice ou du cercle directeur, 
il est évident que la conique se réduit à une droite. 


Si le foyer est au centre du cercle directeur, la conique est un 
cercle. 
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2. Construction d’un point de l’ellipse. 


Pour qu’un cercle (M) 
passe par F et soit tangent 


P en o au cercle (F^), il faut et 
N il suffit que : 
1) M, F’ et ọ soient ali- 
gnés. 
2) MF = Mo. 


Le point M cherché est 
donc l'intersection de la 
droite Ee et de la média- 
trice de Fo. 

Fig. 2. Si ces droites étaient 
parallèles, les droites Pio et $F seraient perpendiculaires donc 
QF serait tangente en g au cercle (F^), ce qui est impossible car 
F est intérieur au cercle (E), 

A tout point o du cercle (ET il correspond donc un point M 
et un seul de l'ellipse. 

Cette construction établit l'existence d'ellipses ; elle montre 
également que toute droite passant par le foyer F' coupe l'ellipse 
en deux points et en deux points seulement. 


3. Propriété caractéristique des points de l’ellipse. 


Dans la construction précédente, le point F étant intérieur au 
cercle (F^), le cercle (M) est lui-même intérieur à (F'). Ces cercles 
sont tangents à la condition nécessaire et suffisante que la distance 
des centres soit égale à la différence des rayons, c'est-à-dire : 


HM = 2a — MF 


soit MF + MF' = 2a 


Réciproquement, soit un point M tel que MF + MF' — 
2a : cette relation suppose MET + MF > FF’. 

1) MF' + MF = FF' est vérifié si, et seulement si, M appar- 
tient au segment FF”. 

2) MF’ + MF > FF' étant vérifié, (c'est-à-dire FF’ < 2a) le 
point F est intérieur au cercle (F") de centre F' et de rayon 2a. 
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La relation donnée s’écrit MF' — 2a — MF, ce qui montre 
que le cercle de centre M et de rayon MF est tangent au cercle de 
centre F' et de rayon 2a (forme d = R — R'). 

Le point M appartient donc à l'ellipse de foyers F et F! et de 
cercle directeur (ET 

L'ensemble des points du plan dont la somme des dis- 
tances à deux points fixes F et F' est constante, est une 
ellipse de foyers F et F'. 

On aurait démontré de la méme façon que le point M est le 
centre d'un cercle passant par F' et tangent au cercle de centre F 
ct de rayon 2a, ce qui permet d'énoncer : 

Une ellipse admet deux cercles directeurs égaux et les 
deux foyers jouissent de propriétés analogues. 


4. Construction d'un point de l'hyperbole. 
Pour qu'un cercle (F^ 

(M) passe par F et soit 

tangent en ọ au cercle 

(F^), il faut et i! suffit 


que: 

1) M, F' et g soient 
alignés. 

2) MF = Mọ. 

Le point M cherché 
est donc l’intersection Fig. 4a. 


de la droite F'o et de la 
médiatrice de Fo. 


En général ces deux 
droites sont sécantes et 
déterminent un point 
M unique correspon- 
dant à un point ç. 


Ces deux droites e 
sont parallèles (et M P 
est rejeté à Vinfini) si 


F'o et F sont perpen- 
diculaires, donc si Fe 
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est tangente en au 
(F) $ cercle (F'). 

Les points de con- 
tact des tangentes 
issues de F divisent le 
cercle (F^) en deux arcs 


F 949». Si q est sur le 

petit arc 10 ,il est 

P intérieur au cercle de 

2 diamètre FF', donc 

Fig. 4 b. l'angle F'ọF est obtus : 


F et F' sont alors de 
part et d'autre de la tangente à (F^) en o, ce qui montre que 
les cercles (F^) et (M) sont tangents extérieurement. 

Inversement, les cercles sont tangents intérieurement si $ est 
sur le grand arc @;@2. 


5. Propriété caractéristique des points de Phyperbole. 


Dans la construction précédente, si les cercles (M) et (F') sont 
tangents extérieurement, le point de contact ç est entre M et F' et: 
MF' — Mo = F'e 

soit, avec Mg = MF: MF'— MF = 2a. 

Si les cercles (M) et (F') sont tangents intérieurement le 
cercle (M) est extérieur au cercle (F^) puisqu'il contient le point F 
extérieur au cercle (F'), donc les rayons vérifient l'inéquation : 


Me > He, 
M et F' étant d'un même côté du point de contact o, on aura 
donc : Mç — MF = F'o 
soit, avec MF — Mo MF — MF" = 2a. 


Dans les deux cas, le résultat peut s'écrire : 


[MF — MF] = Ze 


Réciproquement si MF' — MF = 2a ou MF' = MF + 2a 
le cercle de centre M et de rayon MF est tangent extérieurement 
au cercle de centre F' et de rayon 2a (forme d = R + R'). 


Si: MF — MF' = 2a 
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ou MF' = MF — 2a 
le cercle de centre M et de rayon MF est tangent intérieurement 
au cercle de centre F' et de rayon 2a (forme d = R:— R’). 


Dans les deux cas, M appartient à l'hyperbole de foyers F et F' 
ct de cercle directeur (ET) 


L'ensemble des points du plan dont la différence des 
distances à deux points fixes F et F' est constante, est une 
hyperbole de foyers F et F'. 

On aurait démontré de la méme facon que M est centre d'un 
cercle passant par F' et tangent au cercle de centre F et de rayon 
2a, donc : 


l'hyperbole admet deux cercles directeurs égaux et les 
deux foyers jouissent de propriétés analogues. 


6. Construction d'un point de la parabole. 


(M) 


Pour qu'un point M soit 
le centre d'un cercle passant 
par F et tangent en q à la 
droite (D), il faut et il suffit 
que : 

1) M soit sur la droite 
(A) perpendiculaire à (D) 
en ç. 

2) MF = Me. (D) 

Le point M est donc 
l'intersection de (A) et de la médiatrice de Fo. Ces deux droites 
sont sécantes puisqu'elles sont respectivement perpendiculaires 
aux droites (D) et Fe sécantes. 

A tout point o, ç € (D), il correspond donc un point M de la 
parabole, et un seul. 

Cette construction établit l'existence de paraboles. 


Propriété caractéristique des points de la parabole. 


Un cercle (M) passant par F est tangent à une droite (D) si, et 
seulement si, son centre est équidistant du point F et de la droite 
(D). On peut donc énoncer ` 
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L’ensemble des points équidistants d’un point donné F 
et d’une droite donnée (D) est la parabole de foyer F et de 
directrice (D). 


7. Seconde construction d’un point de l’ellipse. 


On donne les foyers F et 
P et la longueur 2a, 
(FF' = Ze < 22). 
Construisons deux cer- 
cles : 
l'un de centre F et de rayon 
R quelconque ; 
l'aatre de centre F' et de 
rayon R' — 2a — R. 


Si M est un point com- 
Fig. 7. mun aux deux cercles, on 
aura: 


MF 4- MF' — R 4- R' — 2a 
ce qui montre que le point M appartient à l'ellipse. 
Les deux cercles ont des points communs si : 
|R' — R| < FF < R + R'. 
L'inéquation FF' < R + R’ ou FF’ < 2a est vérifiée quel 
que soit R. 
Si l'on désigne par R’ le plus grand rayon: 
|R' = R| < FF devient : (2a — R) — R < 2c 
soit : a—c<R 


la construction est donc possible pour : 


(a — e) € R... R' < (a + c) 


8. Seconde construction d'un point de l'hyperbole. 


On donne les foyers F et F' et la longueur 2a (FF' = 2c < 2a). 


Construisons le cercle de centre F et de rayon R quelconque 
et le cercle de centre F’ et de rayon Ri = 2a + R. 
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Si M est un point com- 
mun aux deux cercles, on 
aura : 

MF' — MF — 

(2a + R) — R = 2a 
ce qui montre que le point 
M appartient à l'hyperbole. 


Les deux cercles ont des 
points communs si : 
R'— R < FF < R + R. 
La condition 
R'—R < FF' 
ou 2a < 2c est vérifiée YR. 
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Fig. 8. 


La condition FF' < R + R’ ou 2c < R + (R + 2a) 
devient c—a < R. 


La construction pourrait aussi se faire avec R = 2a — R' et 
la condition de possibilité serait c — a < R'. 


9. Seconde construction de la parabole. 


On donne la directrice 
(D) et le foyer F. 


Menons une droite (A) 
parallèle à (D) et à une dis- 
tance quelconque, KG — d, 
de celle-ci, puis le cercle de 
centre F et de rayon d. 


Si M est un point com- 
mun à la droite (^) et au 
cercle, il est équidistant de 
(D) et de F donc appartient 
à la parabole. 


Le cercle coupe la droite 
(A) si FG «d 
ou FG < KG 


(D) 


Fig. 9. 
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vérifié si, et seulement si, F et G sont d'un même côté de la médins 
trice de KF. Il y a alors deux points M. 

Si FG — KG, la construction donne un seul point qui est le 
milieu de KF. Ce point est appelé sommet de la parabole. 


10. Tracé continu des coniques. 


a) Tracé continu de l'ellipse. 
On donne les foyers F et F' (E) M 


et la longueur 2a. 
On utilise un fil souple de NN 


longueur 2a dont les extrémités 
sont fixées en F et F' et l'on 
tend le fil à l'aide d'une pointe 
à tracer, M, mobile. Fig. 10 a. 
Quelle que soit la position de M, on aura : 
MF 4- MF' — 2a. 
La pointe M décrit donc l'ellipse de foyers F et F’. 


b) Tracé continu d'un arc d'hyperbole. 

On donne les foyers F et 
F' et la longueur 2a. 

Les extrémités d'un fil de 
longueur / sont fixées l'une 
au foyer F, l'autre en un 
point A d'une régle pouvant 
tourner autour du foyer F'. 

Le point À est choisi de 
sorte que AE = / + 2a. . 

Une pointe à tracer, M, 
appuyée contre la régle, maintient le fil tendu au cours de la 
rotation. Quelle que soit la position de la régle, on aura: 


Í AM + MEI 


Fig. 10 b. 


AF' = l + 2a 
par soustraction (AF' _ AM) — MF = 2a 
soit MF' — MF = 2a 


ce qui montre que le point M appartient à l'hyperbole. 
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On obtient un arc de la seconde branche de l’hyperbole en 
fixant le fil en F' et en faisant tourner la règle autour du point F. 


c) Tracé continu d'un arc de parabole. 
On donne la directrice (D) etle foyer F. 


Une équerre AHC, placée comme l'in- 
dique la figure, coulisse contre une régle 
fixée le long de la directrice. 


Une extrémité d'un fil de longueur 
l = AH est fixée au foyer F, l'autre au 
sommet A de l'équerre. Une pointe à 
tracer, M, appuyée contre l'équerre main- 
tient constamment le fil tendu. Quelle que 
soit la position de l'équerre, on aura : 


puestos FM + MA = HM + MA =1 
donc : MF = MH 
ce qui montre que le point M appartient à la parabole. 


11. Symétries — Éléments remarquables de l'ellipse. 


Soit M un point quel- 
conque de l'ellipse, on sait 
que 


MF + MF' — 2a 


son symétrique M; par rap- 
port au milieu O de FF' est 


tel que 
M;F = MF' et MF’ = MF 
donc: MF + Mj4F' = 2a Fig. 11 a. 


ve qui montre que le point 
M; appartient aussi à l'ellipse et que le point O est centre de 
symétrie de l'ellipse. 

On montre de la méme façon que l’ellipse admet deux axes de 
symétrie : 

la droite FF' appelée axe focal ; 

la médiatrice de FF’ appelée axe non focal. 
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Les points communs à l’ellipse et aux axes sont appelés som- 
mets. 
Remarquons qu'aucun point du segment FF' n'appartient à 
l'ellipse, car : 
MeF'F = FM + MF = XŒ < 2a. 
A étant un point commun à l'ellipse et à l'axe focal on aura, en 
orientant F'F : 


FA + FA = 2a 
ou F'O 4- OA + FO + OA — 2a 
Soit, avec FO = — OF, OA =a 
et par symétrie: OÀ' — —a 


l'ellipse coupe l'axe focal en deux points ou sommets notés A' et A, 
La longueur A'A — 2a est appelée longueur du grand axe. 


Le cercle de centre F et 
de rayon a coupe l'axe non 
focal en deux points B et B' 
qui appartiennent à l'ellipse, 
car 
BF — BF' 
= a => BF +BF' = 2a. 

On pose OB = OB' = b. 
La longueur B'B = 2b est 
appelée longueur du petit 
axe. 

Dans le triangle rec- 


tangle BOF on aura : 
OB? — BF? — OF? Fig. 11 b. 


soit | b2 = a2 — c? l. 


Le cercle de centre O et de rayon a est appelé cercle princi- 
pal de l'ellipse. 


— -> 
La relation FF' = 2 FO montre que le cercle principal (O, a) 
est homologue du cercle directeur (ET, 22) dans l'homothétie de 


centre F et de rapport 2 
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12. Symétries et éléments remarquables de l’hyperbole. 


Soit M un point quel- 
conque de lhyperbole, on 
sait que 

| MF — MF' | = 2a. 


Son symétrique M; par rap- 
port au milieu O de FF’ est 
te] que 

MıF = MF'et M;F' = MF 
donc KE — Ma F| = 2a 


ce qui montre que le point 
Mı appartient aussi à 
l'hyperbole et que le point 
O est centre de symétrie de 
l'hyperbole. 


Fig. 12 a. 


On montre de la méme facon que l'hyperbole admet deux axes 
de symétrie : 


la droite FF' appelée axe focal ou axe transverse ; 
la médiatrice de FF' appelée axe non focal. 


Les points communs à l'hyperbole et à l'axe focal sont appelés 
sommets. 


Remarquons qu'aucun point de l'axe non focal n'appartient à 
l'hyperbole puisque pour ces points ME — MF = 0. 


Il existe deux points A et A', communs à l'hyperbole et à l'axe 
focal, et tels que OA — OA' — a. 


En effet, en orientant FF’ on aura : 
WA — AF = (OA — OF?) — (OF — OA) = 2 OA = 2a. 
FA — A'F = (OA: — OF’) — (OF — OA") = 20A' = — 2a. 
Le cercle de centre O et de rayon a est appelé cercle principal 


de Phyperbole. 


— — 
La relation FF' — 2 FO montre que le cercle principal (O, a) 
est l'homologue du cercle directeur (F', 24) dans l'homothétie de 


centre F et de rapport z. 


2 
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Les ellipses et les hyperboles qui 
seules possèdent un centre de symé- 
trie sont désignées sous le nom géné- 
ral de coniques à centre (on dit aussi 
coniques bifocales). 


Fig. 12b. 


13. Symétrie de la parabole. 


La droite passant par le foyer et perpendiculaire à la directrice 
est axe de symétrie de la parabole puisqu'elle est axe de symétrie 
pour les éléments (foyers et directrice) qui servent à définir la para- 
bole. Cette droite est appelée axe de la parabole. Il existe sur l'axe 
un point unique de la parabole (n? 9) ce point est le sommet de la 
parabole. 


La parabole ne posséde aucune autre symétrie. 


EXERCICES 


463. La grande base AB d'un trapèze ABCD reste fixe, la petite base CD garde 
une longueur constante et la somme des longueurs des cótés non paralléles reste 
constante. 

19 Ensemble des points C et D. 

` 29 Ensemble des points | intersection des diagonales AC et BC. 

39 Ensemble des points J intersection des cótés non paralléles AD et BC. 

49 Reprendre les mémes questions en supposant que la différence des longueurs 
des cótés non paralléles reste constante. 


464. Ensemble des centre œ des cercles tangents à deux cercles (O) et (O") 
donnés. 

Examiner les divers cas possibles suivant les positions relatives des cercles (O) 
et (O^) et la nature du contact du cercle (o) avec les cercles (O) et (O). 


465. Ensemble des centres œ des cercles tangents à un cercle fixe (O) et à une 
droite fixe (D). Examiner les divers cas possibles suivant la nature du contact. 


466. Ensemble des points M dont la somme des distances à un point fixe A et 
à une droite fixe (D) est égale à une longueur donnée I. 

Ensemble des points N dont la différence des distances au point fixe A et à la 
droite fixe (D) est égale à I. 


467. On donne un cercle fixe (O) et une droite fixe (D). Déterminer à l'aide 
d'une inversion l'enveloppe des cercles (w) orthogonaux à (O) et tangents à (D). 
Ensemble des centres o. 


LES CONIQUES 407 


468. On donne sur une droite fixe (D) trois points fixes A, B, C et l'on appelle 
t Y) tout cercle tangent à la droite (D) en A ; les tangentes aux cercles (y) issues de 
l; et C (distinctes de D) se coupent en M. 

Montrer que l'ensemble des points M est une conique. 

Discuter suivant les positions relatives de A, B, et C. 


469. Un cercle variable (w) orthogonal à deux cercles fixes (O) et (O^) les 
(Supe respectivement aux points A et B, A' et B’ ; les rayons OA et OB coupent 
O'A' et O'B' en M, N, Pet Q. 

Ensemble des points M, N, P et Q. 


470. On donne un cercle fixe (O) et un point M mobile sur la tangente en A 
4 ce cercle. Par le point M, on mène la seconde tangente MB à ce cercle et la paral- 
lele à OA qui recoupe la droite OB en P. 

Montrer que l'ensemble des points P est une parabole. 


471. Un point M décrit l'hypoténuse d'un triangle rectangle isocéle OAB 
(OA = OB). Le point M se projette orthogonalement en D sur OA, en E sur OB 
ct la bissectrice de l'angle EMD coupe en P la droite DE. 

Montrer que l'ensemble des points P est un arc de parabole. 


472. On donne dans un cercle (O) deux diamétres perpendiculaires AA' et 
BB', Un point M décrit le cercle (O). Par N, intersection de MB et AAT, on mène 
NP perpendiculaire à AA' qui recoupe OM en P. 

Montrer que l'ensemble des points P est une parabole. 


473. On donne un cercle fixe (O) deux diamètres perpendiculaires AA’ et 
hB'. Un point M mobile sur (O) se projette en P sur BB’. 

Montrer que l'ensemble des points N communs aux droites OM et AP est une 
parabole. 


474. On donne sur une droite (D) deux points fixes A et B et l'on appelle (C) 
ls cercles tangents à (D) en A. La tangente à un cercle (C) Cas de D) menée 
par B, recoupe en M la tangente à (C) paralléle à (D). 

Montrer que l'ensemble des points M est une parabole. 


475. Déterminer les points communs à deux ellipses (Er) et (Eg) qui ont un 
loyer F' commun, méme longueur du grand axe, 2a, et pour second foyer F1 et Fa 
respectivement, 


476. Ensemble des foyers des ellipses (E) passant par un point donné M et 
admettant un cercle donné (O, a) pour cercle principal. 

Ensemble des foyers des hyperboles (H) passant par un point donné M et 
admettant pour cercle principal un cercle donné. 


477. Ensemble des foyers F' et des centres des hyperboles admettant pour 
second foyer un point donné F et passant par deux points donnés Mi et M». 


478. Construire le cercle directeur (F^) d'une conique dont on donne : 
19 le foyer F, un point M, les longueurs a et b ; 
29 le foyer F, un sommet A et un point M. 


479. On donne un triangle ABC. Montrer que l'ensemble des points D tels 
que le quadrilatère ABCD puisse être circonscrit à un cercle, est une hyperbole. 


480. Montrer que l'ensemble des sommets M des triangles HAAT de base AAT 
lixe, et tels que la médiane MO soit moyenne proportionnelle entre les côtés MA 
«t MA', est une hyperbole. 


CHAPITRE 31 


ÉQUATION DES CONIQUES 


1. Équation de la parabole. 


Soit une parabole (P) de foyer F, 
de directrice (D) de paramètre 
FK — p, de sommet O, rapportée au 
repére orthonormé dont : 
l'origine est le sommet O ; 
l'axe x'x est l'axe de symétrie orienté 

— 
dans le sens OF 
l'axe y'y est porté par la médiatrice de 
FK. 

Les coordonnées du foyer sont: 
F E ; 0). Un point M(x, y) se projette 


2 
orthogonalement sur la directrice en 


un point H( 5 ; ») ; onaura donc : 
MF (x =$ == ) et MH (-5—5.9) 
Un point M appartient à la parabole à la condition nécessaire et 
suffisante que MF = MH, équivalente à MF? = MH, c'est-à- 
dire : 


et, en effectuant : y? = 2px 


Tangente au sommet. 


Conservant les hypothèses précédentes, la pente de la droite 


OM est m: ER 
e Vs J (avec x > 0) 


x 
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ce qui montre que x — 0 <> |m| — oo 
autrement dit, si M tend vers 0 en décrivant la parabole, la droite 
OM tend vers une position limite qui est la perpendiculaire à x'x 
en O. Nous énoncerons : 
La parabole admet une tangente au sommet et cette 
tangente est perpendiculaire à l’axe de la parabole. 
L’équation de la parabole rapportée à son axe de symé- 
trie et à sa tangente au sommet est y? = 2px. 


— 
Si l'axe x/Ox était orienté dans le sens FO, on obtiendrait 
l'équation y2 = — 2px. 
et en échangeant les axes entre eux, 
Á x? 
soit x? = 2py <> y = — 
PY <> Y 2p 


soit x? = — 2py <> y = ne 
2. Calcul des rayons vecteurs de l'ellipse. 


On rapporte le plan au 
repère orthonormé dont 
l'origine O est le centre de 
symétrie de l'ellipse et dont 
l'axe x'x passe par les foyers 
F'(— c, 0) et F(c, 0). 


m étant la projection 
orthogonale sur x'x d'un 
point M quelconque du plan, 
on aura : 


MF’? — MF? = 2F'F .Om soit: MF? — MF? = 4cx. 
Le point M appartient à l'ellipse si, et seulement si : 


MF' 4- MF — 2a (1) 
en divisant membre à membre, on obtient : 
MF — MF = 2 (2) 


le système des équations (1) et (2) aux inconnues MET et MF 
admet pour solutions : 


WEE R a E 
MF'=a+; MF-a—-7. 
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3. Équation de l'ellipse rapportée à ses axes. 
Le triangle MmF est rectangle en m : 
mF? + 4M? = MF? 
donc pour tout point M de P'ellipse : "m 
(e—a) + y? = (a— 5) 


2(q2 — ¿2 
en effectuant : mE ) + y? = a — œ 
on divise les deux membres par a? — c? = b2 (b Z 0) 
, ; y 
et l'on obtient : Së = Ï 


Ë ` 
a si les coordonnées d’un point M vérifient 
l'équation 7; a B 
avec b? = a? — c? on obtient : 
— œ 
(a? — x?) (1) 


sachant que a > c, donc a? - c? > 0, cette équation ne peut être 
vérifiée que pour a? — x? > 0 


On peut alors calculer MF et MF: 
MF? = mF? + mM? = (c — x + y? 


2 
s a 
y? = 


avec (1): 
MF? = (c — x)? + E = (a? — = = EN (a— y 
a 
et enfin MF = la _ & 
de même, MF'2 = (c + x)? + y? 
a? — ç? CX: 
1 => 2 — = 2 12x42) — Ea: 
F' = (c + x)? + —— (a? a?) (a + =) 
" cx 


c ex 
- Sachant que PS 1 et que |x| < a on aura =] «a 


donc : MF =4— 2 et MF' =a + 
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par addition : MF + MF' — 2a, ce qui montre que le point M 


appartient à l'ellipse, donc l'équation Em est Péqua- 
tion de ellipse. aï DE 


La relation (1) détermine au plus deux valeurs de y pour une 
valeur donnée de x, donc une perpendiculaire à l'axe focal, 
d'abscisse x, aura : 

2 points communs avec l'ellipse si —a«x«a 

1 seul point commun avec l’ellipse si x = — a ou x =a 

aucun point commun avec l'ellipsesi x < — aou a < x 


4. Calcul des rayons vecteurs de l'hyperbole. 


On rapporte le plan à un 
repère  orthonormé dont 
l'origine O est le centre de 
symétrie de l’hyperbole et 
dont l'axe x'x passe par les 
foyers F'(— c, 0 ) et Pie 0). 


m étant la projection 
orthogonale sur x'x d'un 
point M quelconque du plan, 
on aura : 


MF? — MF? = 2F'F.Om 

soit : 

MEF”? — MF? = 4cx (1) 
Un point M appartient 

à la branche d'hyperbole 


située du cóté de F si, et 
seulement si : 


MF' — MF — 2a (2) 
en divisant membre à membre (1) et (2) : 
2cx 


MF + MF = — 


d’où les solutions du système aux inconnues MF” et MF: 


MF' = a + É et MF =— —a + SŠ, 
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Un point M appartient à la branche d'hyperbole située du 
côté de bi si, et seulement si: 


MF — MF' — 2a (3) 
en divisant membre à membre (1) et (3): 
MF + MF = — Z 


d’où les solutions du système aux inconnues MF et MF' : 


MF =-a- et MP a E 
a a 


dans les deux cas, on aura : 
cx? cx? 
12 — bd IS cid 
MF = (a+ Ï) et MF (a =) 


On remarque que les expressions de MF'2 et MF2 sont com- 
munes à l'hyperbole et à l'ellipse. 


5. Équation de l'hyperbole rapportée à ses axes. 


Le triangle MmF est rectangle en m : 
mF? + mM? = MF? 
pour tout point M de l'hyperbole on aura : 
_ x)? + 2 = (q _ÀÂ V 
cote) 


x2(a2 — c) 


en effectuant : + y? = a? — CH 


a? 
en divisant les deux membres par a? — c2 = — p? 
on obtient : us EP 
p 
Réciproquement, si les coordonnées d'un point M vérifient 
l'équation = — 7 =; 


avec b? — c? — a? on obtient: 
at -__ c. 
— (a? — x?) (1) 
sachant que a < c donc a? — c? < 0, cette équation ne peut être 
vérifiée que pour a?— x? <0 


y? = 
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soit pour : Ae d ou a < x 


On peut alors calculer MF et MF’ : 
MF? = mE? + mM? = (c — x? + y2 


MF? = (c — x)? + E Ets LEI 
de méme : MF'? = mF? + mM? = (c + x)? + y? 

MF" = (c L a)? + . a = dis (a n ay 
donc : MF = _ Z et MF' hi 
dans le cas où x x; — a, <> 1 entraîne Ê < — a 
on aura MF = a — Z et ME =_aq 


C m ex 
dans le cas où a < x, S > 1 entraîne >a 


cx cx 
on aura; MF = 7 — a et MF'—a 7 


dans les deux cas on aura |[MF — MEI = 2a ce qui montre que 
le point M appartient à l'hyperbole, donc l'équation 

x y? 

a = 1 
est l'équation de P'hyperbole. 


La relation (1) détermine au plus deux valeurs de y correspon- 
dant à une valeur de x, donc une perpendiculaire à l'axe focal, 
d'abscisse x, aura : 

2 points communs avec l'hyperbole si x < —a ou a< x 

1 seul point commun avec l’hyperbole si x = —a ou x= a 

aucun point commun avec l'hyperbole si — a < x < a. 


6. Asymptotes à l'hyperbole. 


Soient une hyperbole (H) de centre O, FG et FG” les tangentes 
au cercle directeur (F^) issues de O, (D) et (D') les médiatrices de 
FG et FG', < l'angle aigu de F'F avec (D) ou (D^). Dans le 
triangle FGF' rectangle en G, on a : 
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i EEE ss F'G? 4? — 48 b 
Bu = PG — FG N pæ a 


Si l'on rapporte le plan au repére orthonormé d'origine O dont 
l'axe x'x passe par F et F', l'équation de (D) est : 


b 


A tout x extérieur à l'intervalle |— a, a[ il correspond deux 
points, M(x, y) et M'(x, — y), de l'hyperbole, et un point N(x, y) 
de la droite (D). Appelons M le point dont l'ordonnée y a méme 
signe que Y. 


x2 2 , M : 
Me(H) e 5 —5 -1 ou y? = =Ç (xê — a°) (1) 
b2 
N e (D) > Y2 = z (2) 
par différence : Y2 — y? = pi 
soit : (Y + y)(Y — y) = b? (3) 


x — œ entraîne y — œ et Y — œ d'après les relations (1) et (2), 
et, puisque y et Y ont méme signe, (Y + y) — œ 


d'après la relation (3), on aura donc limz ,4(Y — y) = 0 ce qui 
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montre que l’hyperbole (H) est asymptote à la droite (D). Par 
symétrie, elle est aussi asymptote à la droite (D'). 


Une hyperbole est asymptote à deux droites passant 
par le centre et faisant avec l'axe focal un angle a tel que 
tg à = bla. 

Les symétriques d’un foyer par rapport aux asymptotes 
appartiennent au cercle directeur relatif à l'autre foyer. 


Propriétés des asymptotes à l'hyperbole. 
Le triangle PGF' est rectangle en G donc: 


cos DR ms cos œ = Š 
À = = — = — 
FF 2c c 
| b 
nous avons trouvé [té a = 2 
TE ba . ; b 
on en déduit sin œ = tg a.cos œ == soit [sina=-|. 


Les asymptotes étant les médiatrices de FG et FG’, l'homo- 
thétie (F, 2) montre que les projections orthogonales du foyer 
sur les asymptotes appartiennent au cercle principal. 


7. Hyperbole équilatère. 


On appelle hyperbole 
équilatère une  hyperbole 
dont les asymptotes sont per- 
pendiculaires. 


Avec les notations déjà 
utilisées, on aura œ = z/4 
puis 


igga—-—i1-a-— 
v2 
pudicum 
c = av? 


l'excentricité est 


e= ° = ,2 
a 
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2 2 
Avec a — b l'équation générale SC Ce = Ï 


devient x? — y? = a? 


qui est l'équation de l'hyperbole équilatère rapportée à ses axes. 


8. Équation de l'hyperbole équilatère rapportée à ses 
asymptotes. 


Soit l'hyperbole équila- 
tére rapportée à un repére 
orthonormé x'Ox, y'Oy dont 
les axes sont portés par les 
axes de symétrie (voir n? 5) 
et soit un second repére 
orthonormé ayant méme ori- 
gine O et dont les axes X'OX 
et Y'OY sont portés par les 
asymptotes de l'hyperbole de 
telle sorte que 


— — 
(OX, Ox) = + 7/4. 


P et Q étant les projec- 
tions orthogonales d'un point 
M sur les axes OX et OY, on 


a: 
— — — 
OM = OP + OQ 
Si l’on projette cette somme vectorielle successivement sur les 
axes x'Ox et y'Oy, on obtient : 


— -> => — => = => 
x = OP cos (Ox, OX) + OQ cos (Ox, OY) 

_ -> — —— -> => 
y = OPtcos (Oy, OX) + OQ cos (Oy, OY) 


+ coe 4/2 
soit : x X-5 + Y-5 
V2 V2 
y = X-5 + Y, 


Un point M appartient à l'hyperbole (H) si, et seulement si, 
x2 y2 = a? 
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donc si : (x + Yv — (x ox vy = a? 


et en effectuant ` XY — 


cette relation est l'équation de l'hyperbole équilatére rapportée à 
ses asymptotes. 


=> -> 
En orientant les axes de sorte que (OX, Ox) = — lt on 
aurait trouvé la relation XY — — a2/2. 


9. Ensemble des points dont le produit des distances à deux droites per- 
pendiculaires est constant. 


P et Q étant les projections orthogonales d'un point M sur deux droites 
perpendiculaires (D) et (D^, la relation PM .QM = A? devient, si l'on 
oriente les droites : 

[PM š QMI =k? ou xy = + RA. 
ce qui montre que l’ensemble des points M est la réunion des deux hyper- 
boles équilatëres ayant pour asymptotes les droites (D) et (D") et pour 
longueur de l'axe 2a = 2k4/2. 


10. Intérieur, extérieur d'une parabole. 


Soit une parabole (P) de foyer F, 
de directrice (D) et une droite (A) 
paralléle à l'axe, qui coupe la para- 
bole en M et la directrice en H. (On 
sait que le point M est unique). 

Tout point N de la droite (A) 
situé du cóté opposé à H par rapport 
à M est appelé point intérieur à la 
parabole. 


Dans ce cas on aura: 


NM 4- MH — NH. 
Le triangle NMF donne l'inéquation: 
NF < NM + MF 


avec MF — MH 


NF < NM + MH ou NF < NH 


Fig. 10. 
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Tout point N de la droite (A) situé du côté de H par rapport à 
M est appelé point extérieur à la parabole. 


e si N et M sont de part et d'autre de H, la relation 
NF > NH est évidente. 


e si N est entre M et H, on aura MH — MN = NH 
le triangle NFM donne l'inéquation : NF > MF — MN 
avec MF — MH: NF > MH — MN 


ou NF > NH 


En résumé il n'y a que trois possibilités : 


N intérieur à la parabole « NF < NH 
N appartient à la parabole <> NF = NH 
N extérieur à la parabole < NF NH 


L'ensemble des points intérieurs à la parabole est appelé 
région intérieure à la parabole ; l'ensemble des points extérieurs 
est appelé région extérieure. Un point mobile décrivant une courbe 
continue ne peut passer d'une région dans l'autre sans rencontrer 
la parabole. 


11. Intérieur, extérieur de l'ellipse. 


N, La construction de 

M l'ellipse par points a montré 
que toute droite passant par 
le foyer a deux points com- 
muns avec l'ellipse, et seu- 
lement deux. 


N étant un point quel- 
conque du plan, soient M et 
Fig. 11. M' les points communs à la 
droite NF et à l'ellipse : 


(E) 


e si N est sur le segment MM’, il est appelé point intérieur à 
l'ellipse ; 

e si N est extérieur au segment MM, il est appelé point extérieur 
à l’ellipse. 
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Appelons M le point situé du côté de N par rapport à F. Les 
lignes brisées F'NF et F'MF donnent : 


e pour un point N intérieur à l’ellipse : 
F'N 4- NF « F'M 4- MF 
soit NF' + NF « 2a 
e pour un point N extérieur à l'ellipse : 
F'N + NF > F'M + MF 
soit NF' + NF > 2a. 
Il n'y a donc que trois cas possibles : 
N intérieur à l'ellipse <> NF'- NF «2a 


N appartient à l'ellipse < NF' + NF = 2a 
N extérieur à l'ellipse <> NF'- NF 2a 


L'ensemble des points intérieurs à l'ellipse est appelé région 
intérieure à l'ellipse; l'ensemble des points extérieurs est appelé 
région extérieure à l'ellipse. Un point mobile décrivant une courbe 
continue ne peut passer de l'une des régions dans l'autre sans ren- 
contrer l'ellipse. 


12. Intérieur, extérieur de l'hyperbole. 


Soit une hyperbole (H) et une droite (A) perpendiculaire en K 
à l'axe non focal. 


E> . x Fo Be 
L'équation = — 7; = équivalente à x? — ras + y?) 


montre quà toute 
valeur de y il corres- 
pond deux valeurs op- 
posées de x, donc que 
la droite (A) coupe 
l'hyperbole en deux 
points M et M’ symé- 
triques par rapport à 
K. 


Fig. 12. 
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Tout point du segment MM (autre que M et M’) est appelé 
point extérieur à l’hyperbole. 


Tout point de (A) hors du segment MM’ est appelé point inté- 
rieur à l'hyperbole. 
Soit N un point du segment KM (N, M et F d’un même côté 
de l'axe non focal) et I l'intersection des droites MET et NF: 
dans le triangle NF'I: NF'< IF + NI; 
dans le triangle MFI: MF < MI + IF; 
par addition NEI + MF < MF' + NF 
ou bien NF' — NF < MF' — MF 
NF' — NF « 2a (avec NF' > NF) 
Si le point N est entre K et M’, on obtient : 
NF — NF' « 2a (avec NF > NF?) 
donc pour tout point N extérieur à l'hyperbole : 
| NF' — NF | « 2a. 


Si le point N est intérieur à l'hyperbole le raisonnement ci- 
dessus reste valable en échangeant M et N et l'on obtient : 


| NF' — NF | > 2a. 


En résumé, il n'y a que trois possiblités : 


N est extérieur à l'hyperbole <> INF' — NF| < 2a 
N appartient à l'hyperbole <> [INF — NF| = 2a 
N est intérieur à l'hyperbole < INE — NF| > 2a 


L'ensemble des points intérieurs à l'hyperbole est appelé 
région intérieure à l'hyperbole ; l'ensemble des points extérieurs 
est appelé région extérieure. Un point mobile décrivant une courbe 
continue ne peut passer de l'une des régions dans l'autre sans ren- 
contrer l'hyperbole. 


Courbe d'équation y = Vax? + bx + c. 
Dans tout ce chapitre les axes de coordonnées sont rectangu- 
laires. 


La fonction n'est pas définie pour les valeurs de x qui rendent 
négatif le trinóme ax? + bx + c ; elle est définie pour toutes les 
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autres valeurs de x, et, dans ce cas, à une valeur de x il correspond 
deux valeurs opposées de y : 


yi = Vax? + bx + c et ya = — Vax? + bx + c 
la courbe représentative admet l'axe des x pour axe de symétrie. 
Nous serons amenés à distinguer trois cas suivant que a est nul, 
négatif ou positif. 


13. Premier cas : a = 0. Courbe d'équation y? — bx + c. 


Si b 0, on peut écrire y? = (s + gd 


Effectuons une translation des axes de coordonnées en prenant 
pour nouvelle origine le point O1 de coordonnées : 


c 
XT => =m yi = 0. 
Les nouveaux axes étant O1X et O1Y, on a: 
c 
X = — b + X, y = Y. 
L'équation de la courbe devient 
Y? = bX. 
C'est l'équation d'une parabole de sommet O1, d'axe O1X et de 


D 


amètre —. 
paramètre 5 


Si b > 0, la concavité est tournée vers les X positifs ; 
si b < 0, la concavité est tournée vers les X négatifs. 


34 AY 


xy8 


Fig. 13. 
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Si b = 0, ona y? = c. 

Si c > 0, y= + V e, 

La courbe se compose de deux droites parallèles à l'axe Ox 
d'ordonnées respectives + V/ cet — Vc. 


Si c = 0, 32 = 0, 
la courbe se réduit à deux droites confondues avec l'axe Ox ; 


Si c < 0, la fonction n'est pas définie. 


14. Deuxième cas : a < 0 (ellipse). 
Si b? — 4ac < 0, le trinóme ax? + bx + c est négatif quel 
que soit x, la fonction n'est pas définie. 
si b? — 4ac = O le trinóme est négatif, sauf pour x = — > 


2a 
la courbe représentative se réduit à un point unique 


b 
cf 
Si b? — 4ac > 0, le trinôme admet deux racines distinctes x’ 
et x". La fonction est définie pour x' < x < x". 
L'équation peut s'écrire : 


p dert G 


Effectuons une translation d'axes en prenant pour nouvelle 
origine le point O1 de coordonnées 
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Les nouveaux axes étant O1X et O1Y on a 
b 
x= — z; +X et y = Y. 


L'équation de la courbe devient 


ou Be — ja b —4ac . 


4a? 4a 
est positif et peut étre posé égal à m?, 


b? — 4ac 
4a? 
b2 — 4ac 


est négatif et peut être posé égal à — n?. 
x? Y? 
L'équation devient — + — = 1. 
q m ws 
C'est l'équation d'une ellipse de centre O1 dont les axes ont pour 


longueurs respectives |2m| et |2n|, dont les sommets A' et A" situés sur 
Ox ont pour abscisses x = x' et x = x". 


H 
si m? > n?, l'axe O1X est l'axe focal ; (— 1 <a < 0), 
si m? < n?, l'axe O1X est l'axe non focal. (a < — 1). 
si m? = n? (cas où a = — 1) l'équation est celle d'un cercle et peut 


se mettre sous la forme X? + Y? — m2. 


D'ailleurs, l'équation proposée donnait directement 
y? + x? — bx — c = 0. 
15. Troisième cas : a > 0 (hyperbole). 


Si b? — 4ac > 0, le trinóme admet deux racines réelles dis- 
tinctes, la fonction est définie pour x < A et x" < x. 


ji ; b A 
En prenant pour origine le point O1 (— E 0) on obtient 
comme précédemment : 


X2 Y° 1 
b? — 4ac b? — ^ac 
4a? 4a 
., b — Age b2 — 4ac , » 
les quantités — et —— — ——- étant toutes deux positives 


4a? 4a 
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on les représente respectivement par m? et n? ; l'équation devient : 
X2 Y? 


m £l 
C'est l'équation d'une hyperbole de centre O1 admettant l'axe 
O1X pour axe focal. Les sommets ont pour abscisses respectives 


x = x et x = x". 


Fig. 15 a. 


si b? — 4ac = 0 le trinôme ne peut être négatif, on peut écrire: 
b \2 
yes) 
si l’on effectue la méme translation que précédemment, on obtient : 
Y2 = aX? 
ou: Y = + XV a 


la courbe se compose de deux droites sécantes au point O1, symé- 
triques par rapport à O1X. 


Si b? — 4ac < 0, le trinóme est positif quel que soit x. On 
peut encore écrire : 


b\2 | 4ac — b? 
y= a+) + 4a? ] 
et en effectuant la même translation que précédemment, 


4ac — b? 


Y2 = aX? + Za 
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Y2 x2 A 
ou : —— O  — —— — = 
4ac — b? 4ac — b? 
4a 4a? 
4ac — b? 4ac — b2, 2 ¿ . 
< EE a étant positifs on les représente respective- 
ment par z? et m? et l'équation devient : 
y? x2 
m wc! 


c'est l'équation d'une hyperbole de centre O1, admettant O1Y pour 
axe focal. Les sommets sont les points de coordonnées X — 0 et 


Y = + n. 


Si a = 1, on aura m? = z?, l'hyperbole est équilatère. 


Fig. 15 b. 


16. Tableau récapitulatif. 


Le tableau suivant résume tous les cas possibles : 


| 9739 Y2=b X parabole 
\ c < 0 aucun point 

a MT y= 0 l'axe x'x 
| c>0 y =+ Ve deux droites 


parallèles à x'x 
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A<0 . aucun point 
1 point unique 
A =0 
C(=Â6/2a, 0) 
| x2 E Y ` A \-! < a < 0 ellipse Y'Y axe focal 
A>0)A A | | | 
AdÉ Ja a < —1 ellipse X'X axe focal 
pun Y? + x? — bx — c = 0 cercle 


A = 0 y= + Vax 2 droites sécantes 
A0 X: Y —1 hyperbole 
A A X'X axe focal 
4a? 4a 
A<0 Kë X 1 hyperbole 
CA. LAC Y'Y axe focal 
4a 4a? 


17. Tangente en un point d'une conique. (Méthode analytique). 


Soit une conique (C) représentée par l'équation 
y? = ax? + bx + c, 

ou y = eVax? + bx + c avec e= +1, 

Pour tout x rendant strictement positif le trinôme, la fonction y est 
dérivable et sa dérivée est égale à 

2ax + b 

or : 

Il en résulte qu’en tout point d’ordonnée non nulle de la courbe (C), 
existe une tangente à la courbe. 


H 


b I pub. d 
Si y — 0, avec x x E y' devient infinie et la tangente en ces 
a 


points (sommets de la courbe) devient paralléle à l'axe Oy. 
Donc, en tout point M situé sur une conique (C) existe une tangente. 
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Remarque. — Nous laissons de côté les cas où la conique dégénère 
en un ensemble de deux droites sécantes ou parallèles. 
Tangente à la parabole. 


Soit (P) la parabole rapportée à son axe et à sa tangente au sommet et 
d'équation y? — 2px. 


On aura 2yy' = 29. 
En tout point Mo de (P) où yo = 0 la tangente a pour coefficient direc- 
teur y'o = —. 
Yo 
L’équation de la tangente au point Mo est donc 


b 
y — Yo = (x — Xo), 
°= 5 ° 
ou Yoy — bx = y? — pxo = 2bxo — pxo. 
YoY — bx = pxo. 


enfin y = +, + xo) 
Yo 


Tangente à l’ellipse. 


a) Soit (C) l’ellipse rapportée à ses axes de symétrie (repère ortho- 
normé) et d’équation : 


x2 y? 
ck Che 1 

Pour — a < x < a, la fonction y est dérivable et 
x yy 
Z pu ceci 
a? Qa b2 


Le coefficient directeur de la tangente au point M, (xo, yo) (Yo 0) est 
donné par 


; b?xg 
y' = ——— 
š a 
L’équation de la tangente en ce point est donnée par 
b» ) 
— yY = — X — Xo), 
y Yo ay, ; : 
xxo | Mie _ Xo , Vo 
is wi m qii 
et, comme le point Mo est sur l'ellipse 
XXo , YYo 
PE X 


Remarque : si xy = + a, la tangente est parallèle à Oy et a pour 
équation x = — a ou x = a. 


428 GÉOMÉTRIE 


Tangente à l’hyperbole. 


Soit (C) l'hyperbole rapportée à ses axes de symétrie (repère ortho- 
normé) et d'équation 


x? y 
a? p 
Pour x < — a ou x > a, la fonction y est dérivable et l'on aura 
ZZ o, 
Le coefficient directeur de la tangente au point Moxo , Yo) (yo # 0) est 
"TN bx, 
yo ay, 


L'équation de la tangente MoT en ce point est 


y — yo == (x — xo), 
ay, 


ou —— —— = — — —. 


a? b2 a b 
Le point Mo étant sur l’hyperbole 

Sa Ai 

a? BI 


Remarque : si X9 = —a ou + a, Yo = O (sommets de la courbe) la 
tangente est paralléle à Oy et a pour équation : 


x= —a ou x= + a. 


EXERCICES 


481. Ensemble des centres des cercles tangents à une droite fixe (D) et ortho- 
gonaux à un cercle fixe (T`), dans le cas où (D) est tangente à (T). 


482. Dans une ellipse d'axes 2a et 2b, le rayon vecteur FM fait avec le grand 
axe l'angle ç. 

19 Calculer, en fonction de œ et des éléments de l'ellipse, la longueur de ce 
rayon vecteur. 1 

29 MFM' étant une corde focale quelconque, démontrer que TM + — FN est} 
égale à une quantité constante. 

30 Quelle est la corde focale de longueur minimale ? 


483. Sur une ellipse de grand axe AA' et de centre O, la position d'un point 


> — 
quelconque M est donnée par l'angle (OA, OM) — 0 
19 Calculer, en fonction de 9 et des éléments de l'ellipse, la longueur du seg- 
ment OM. j à 
29 OM et OM’ étant perpendiculaires, évaluer —— + — (M et HI sont 


OM? OM” 
des points de l'ellipse). 


39 Quelle est l'enveloppe de la corde MM’ vue du centre sous un angle droit ? 
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484. Utiliser les résultats des deux exercices précédents pour montrer que 
Jans une ellipse, tout diamètre est moyen proportionnel entre la corde focale qui 
lui est paralléle et le grand axe. 


485. On donne trois droites fixes et coplanaires : (A1)e t (A2) sont paraliéles, 
(D) est perpendiculaire à (A1) et (Aa). Soient P, Ou et Qs les projections orthogo- 
nales d'un point M (de leur plan) sur D, (A1) et (A) respectivement. 

Ensemble des points M tels que MP2 = MQ1.MQə2. 

On distinguera deux cas suivant que M est ou n'est pas entre les droites (A4) 
et (Ag). 


486. Un point M d'une hyperbole (H) se projette orthogonalement en m sur 
l'axe focal. La droite mM coupe une asymptote en Q. Si R et R' sont les intersections 
de cette asymptote avec le cercle principal, montrer que les segments QR et QR' 
sont égaux aux rayons vecteurs MF et MF' de ce point. 


487. Un point M quelconque d'une hyperbole se projette en P sur l'axe focal. 
De ce point P on méne les tangentes PC et PC' au cercle principal ; de M on abaisse 
les perpendiculaires MD et MD! sur PC et PC’, Montrer que le segment EE”, déter- 
miné par ces perpendiculaires sur l'axe focal, a une longueur indépendante du point 
M. 


488. Un point M décrit un cercle de centre O et de rayon R. Latangente en M 
coupe en H un diamètre fixe. On porte perpendiculairement à ce diamètre 
HP = HM. 

Montrer que l'ensemble des points P est une hyperbole équilatère. 


489. On donne un segment AAT de milieu O. Ensemble des points M du plan, 
tels que la différence des angles en A et A’ du triangle MAA” soit égale à un droit. 

Montrer que la hauteur issue de M est tangente au cercle circonscrit au triangle 
HAAT, 


490. On donne dans un plan une droite fixe (D) et deux points fixes A et A' de 
cette droite. H étant la projection orthogonale sur (D) d'un point M, déterminer 


2 


HM 
l'ensemble des points M tels que : ——— = k (k nombre relatif donné). Discuter 
. HA.HA' 
suivant le signe de k. 


491. Dans un cercle de diamètre AAT, on trace une corde variable PP’ perpen- 
diculaire à AA'. Ensemble des points M communs aux droites AP et Abr, 


492. On appelle (C) tout cercle passant par deux points donnés A et A’, et 
MM’ le diamètre de (C) parallèle à AA. Montrer que l'ensemble des points M et M’ 
est une hyperbole. 


493. On transforme dans l'inversion (O, c?) l'hyperbole équilatére de foyers 
F et F' (FF' — 2c) et de centre O. 
HI étant l'inverse d'un point M de l'hyperbole, établir la relation : 


M'F.M'F' = 202. 


494. On donne un carré OACB de côté a, et on prolonge OA et OB d'une 
méme longueur variable AAT = BB’ = R ; du point C comme centre et avec cette 
méme longueur pour rayon, on décrit un cercle qui coupe A'B' en deux points M et 
M'. 

Montrer que l'ensemble des points M et M' est une hyperbole. 
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495. On donne deux droites Ox et Oy et un point fixe A de leur plan. Par ce 
point on fait passer une sécante variable qui coupe Ox en P et Oy en Q. Soit M le 
milieu de PQ et N le symétrique de A par rapport à M. 

Ensemble des points N et M. 


496. Une sécante quelconque coupe une parabole en M et M’, son axe en P 
et sa tangente au sommet en Q. Si M et M' se projettent en H et H' sur l'axe de la 
parabole, montrer que, S étant le sommet de la parabole, on a les relations : 


10  SP2 = SH.SH' 
2 PQ? = QM.QM'. 


497. Trouver l'ensemble des centres des cercles passant par un point donné A 
et interceptant sur une droite donnée (D) un segment de longueur 21. 


498. Trouver l'ensemble des points dont la différence des carrés des distances 
à un point donné et à une droite donnée est constante et égale à k2, 


499. Un triangle rectangle ABC pivote autour de son sommet À qui est fixe, 
Le sommet B décrit une droite fixe (A) et l'hypoténuse BC reste perpendicuiaire 
à cette droite (A). Lieu du milieu M de BC et du sommet C. 


500. Étudier la variation des fonctions suivantes : 


a) y? = 4x2 — 6x + 2, 
b) y2 = 1/9(x? — 6x + 5), 
c) y2 + 3x — 5 = 0, 

d y! = — x2? — 5x + 6, 
e) y2 = — 4x2 + 7x —3. 


Déterminer les éléments principaux : sommets, foyers, directrices et asymp- 
totes de ces coniques. 


501. Discuter suivant les valeurs du paramètre m, la nature des coniques 
suivantes : 

a) y2 = (m —1)x2 —2(m — 2 + (m —1), 

b) y? = (2 = my? — (3m + 1)x + 2 =m). 


502. On considére dans le plan rapporté à un repére orthonormé xOy, le 
cercle C de centre C(c, o) de rayon R, le point fixe A(a, o) et sur l'axe Oy le point 
variable M(o, m). 

19 Déterminer les coordonnées du póle P de la droite Oy par rapport au cercle 
(C) et l'équation de la polaire (A) du point M par rapport au cercle (C). 

29 Cette polaire (A) rencontre la droite AM au point Q. Déterminer le lieu 
du point Q quand M décrit l'axe Oy. 

Discuter la nature de ce lieu suivant la position du point M sur Oy. 


503. On donne dans un plan rapporté à un repère orthonormé xOy, les points 
A(a, o) et B(b, o) ; un point variable M(o, m) décrit l'axe Oy. On joint le point M 
aux points À et B ; la perpendiculaire menée de O à BM rencontre AM en un point 
P. Déterminer le lieu de ce point P et discuter sa nature suivant la position du point 
M. 


504. On donne dans un plan rapporté à un repére orthonormé xOy, les points 
A(a, o) et A'(— a, o) et la droite (D) d'équation x — d. Un point M variable décrit 
la droite (D). La perpendiculaire à AM menée en A rencontre en P la droite A'M. 
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Déterminer le lieu de P quand M décrit la droite (D) et discuter sa nature suivant la 
position de (D) par rapport à A et A'. 


505. On considére l'ellipse d'équation réduite 


19 Déterminer l'équation des tangentes à cette conique aux points de la courbe 
d'abscisse x — 2. 

29 Déterminer l'équation des tangentes à cette conique formant avec l'axe ox 
un angle égal à x/3. Déterminer les coordonnées de leur point de contact. 


30 D'un point M(x,, y,) on mène la droite de coefficient directeur m. Quelle 
relation doit vérifier m pour que cette droite soit tangente à l'ellipse ? 


506. On considère la parabole d'équation 
y? — 4x. 
19 Déterminer l'équation des tangentes à cette parabole aux points d'abscisse 
x = 3. 


29 Déterminer l'équation de la tangente à cette parabole parallèle à la pre- 
mière bissectrice et les coordonnées de son point de contact. 


507. On considère l'hyperbole d'équation 
x2 y 
=—— =1, 


25 16 
19 Déterminer les équations des tangentes à cette courbe menées par les points 
de la courbe d'absisse x = — 7. 
29 Déterminer les coordonnées des points de contact des tangentes de coeffi- 
cient directeur m. Quelle condition doit remplir m pour que ces tangentes existent? 


08. a) On considère l'ellipse d'équation 


a b 

D'un point P(x,, y4) on mène une droite variable de pente m. Établir la relation 

que doit vérifier le coefficient m de cette droite pour qu'elle soit tangente à l'ellipse. 

En déduire le lieu des points P pour que les deux tangentes ainsi construites soient 
rectangulaires. 


b) Même problème en remplaçant l'ellipse par l'hyperbole d'équation : 


Condition que doivent vérifier a et b pour que le lieu existe. 


c) Méme question pour la parabole y? — 2px. 

508 bis. On donne, dans un plan rapporté à un repère orthonormé xOy, les 
points A(o, a) B(o, — a) et C(c, o). D'un point M variable on abaisse les perpendi- 
culaires sur MH, M! et MJ sur les droites AB, BC et CA. 

Déterminer le lieu des points M tels que MH? = HLH. 

Le lieu est formé de deux courbes distinctes dont on précisera la nature. 


509. On considère P ellipse e, de foyers F(c, o) et F'(— c, o) définie en axes 


x? 
orthonormés par |” équation — =Â „+ — = 1 (a > b > 0). 
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19 A tout point M de cette ellipse représentée par son affixe z = x + iy, on 
associe l'image M’ d'un nombre complexe z' tel que z2 + z'2 = c, 

Démontrer que OM'2 = MF.MF'. 
et que la droite OM' est normale à la bissectrice de l'angle (ME, MF). 

29 Établir les formules 

lz — <| + |z + c|? = 2(|z]# + c?) 
(z — c| + |z + c|)? = 2(]z|2 + |z'|2 + à) 
MF + MF = M'F + MF. 
En déduire que M et M’ sont extrémités de deux diamètres conjugués de (F) 


et que OM? + OM'2 = a? + b2. 
30 Soient | et l’ les images des deux nombres complexes 
u = z + iz' u! = z — iz’. 
Prouver que uu! zc, 


lz =e} + |z + <| = [ul + lui. 
MF + MF' = MF + M'F' = OI + Of, 
Vérifier que le quadrangle FF’Il’ est harmonique. 


510. On considère une ellipse (C) définie par l'équation 

x yi 

a ` p? 

Soient Fi et Fa ses foyers. Considérons un point M de (C), tel que l'angle 
F1MF2 des rayons vecteurs F1M et FaM soit égal à une valeur donnée ç. 


19 Exprimer les quantités p, = F,M et g, = F,M en fonction de a, b et ç. 
29 Exprimer les coordonnées x,, y, du point M en fonction de a, b et ç. 


= 1. 


1 
30 On pose a = 1, b = > cos g = 3 ; trouver l'angle que la tangente à (C), 


au point M correspondant, fait avec l'axe Ox. (Besancon, 1949.) 


511. Soit une ellipse E, rapportée à ses axes Ox et Oy. Sur cette ellipse, on 
prend un point variable M, de coordonnées x et y. 

19 Calculer en fonction de x, les rayons vecteurs u = MF et v = HEI, 

29 Calculer, en fonction de y, le rayon r du cercle C inscrit dans le triangle 
MFF’ et le rayon r’ du cercle C’ exinscrit dans l'angle M (c'est-à-dire dont le centre l’ 
est, comme le centre | de C, sur la bissectrice intérieure de l'angle FMF’). 

3e Démontrer que les cercles T et T”, qui ont pour centre M et sont respecti- 
vement orthogonaux à C et à C', ont des rayons constants, que l'on calculera. 

49 On appelle X, Y les coordonnées de | et X', et Y' les coordonnées de l'. 


Démontrer que 
v—u 


X = -X = 


Calculer ces quatre coordonnées en fonction de x et de y. 

5° Calculer x et y en fonction de X, Y et former l'équation du lieu de l. Vérifier 
que ce lieu est une ellipse S, de grand axe FF”. Démontrer, de méme, que le lieu de |’ 
est une ellipse S', de petit axe FF'. 

69 Calculer, en fonction de y, les coordonnées des deux points de rencontre de 
Oy avec le cercle circonscrit au triangle MFF'. Calculer également le rayon de ce 
cercle. (Besancon, 1930). 
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512. On considère un angle droit xOy et un segment PQ de longueur unité, 
dont l'extrémité P est sur Ox et l'extrémité Q sur Oy. On divise ce segment par les 
points L, M et N en quatre parties égales PL = LM — MN = NQ. 


19 Calculer les distances de chaque point L, M, N à Ox et Oy en fonction de 
l'angle aigu OPQ = çq. 

20 Quel est le lieu décrit par chacun des points L, M et N lorsque le segment 
PQ se déplace entre ses deux positions extrêmes ? 


3e Sur PQ comme côté, on construit un triangle équilatéral POR, tel que O 
et R se trouvent de part et d'autre de PQ. Trouver le lieu décrit par le sommet R 
de ce triangle. (Poitiers, 1933). 


513. On donne un cercle C de centre O et une tangente D à ce cercle au point 
A. 

Par un point M du plan, on mène la perpendiculaire MH à D et une tangente 
MT au cercle C. 

19 Lieu des points M tels que MH = MT. Ce lieu est une courbe (T). 

20 Les cercles de centre M et de rayon MT sont tangents à un cercle fixe. 

30 On remplace la droite D par une droite D’, parallèle à D. Déterminer un 
cercle C' ayant son centre O' sur AO et jouissant de la propriété suivante : 

Tout cercle ayant son centre M sur (T') et tangent à D’ coupe orthogonalement 
le cercle C'. 

49 Montrer que lorsque C' existe, il est tangent en deux points à [a courbe (T) 

(Lyon, 1933. 


514. On donne dans le plan deux points A et B et une droite À perpendicu- 
laire en C sur la droite AB. 

On considère un angle droit mobile de sommet Z, dont les côtés passent par 
A et B et qui coupent la droite A en T et S. Les perpendiculaires en T et S sur la 
droite A coupent les cótés de l'angle droit respectivement aux points L et M. 

19 Lieux de M et L lorsque les points A et B sont confondus. Chercher les élé- 
ments principaux de ces lieux. 

2° Lieu de M lorsque le point A se trouve sur A. Éléments principaux de ce 
heu, Démontrer que le cercle lieu de È est bitangent en un point du lieu précédent. 

39 Lieux de M et L lorsque les points À et B sont quelconques et le point C 
situé entre les points A et B. 

Éléments principaux des lieux. Points communs et tangentes en ces points de 
ces lieux. (Maroc, 1945.) 

x y 
515. Soit l'ellipse (E) d'équation — + — — 1. 
a b 

On se propose de déterminer l'intersection de cette ellipse avec un cercle (C) 
passant par les foyers F et F' d'abscisses respectives c et — c. 

Ce cercle sera considéré comme ensemble des points M tels que (MF, MF) = œ 

19 M étant un point quelconque du cercle (C) exprimer z -- tg « en fonction 
de c et des coordonnées x et y de M. 

2b?cy 


c2y2 — bé 

29 Variations et graphe de la fonction z = f(y) lorsque M décrit l'ellipse. Il y 
a deux formes de courbes possibles suivant la valeur du rapport À = b/c. 

3e Déterminer le nombre de points d'intersection de l'ellipse (E) et du cercle 
(C). Préciser les conditions auxquelles doivent satisfaire À et z pour que le probléme 
admette quatre solutions. 


Montrer que, si M est aussi sur l'ellipse, z — 


434 GÉOMÉTRIE 


49 Dans le cas des quatre points d'intersection, ceux-ci sont groupés de telle 
façon que deux d'entre eux, Mı et M2, ont des ordonnées de signes différents. 
Trouver une relation indépendante du cercle (C) entre ces deux ordonnées y, et ys. 

En supposant que les points M1 et M2 sont tous deux d'abscisse positive, que 
yı > O et que |y,| > [ys], on pose y, = bsin gx, y, — b sin gg et l'on cherche à 
déterminer y, et y, de manière que p, — Ga = m/2. Montrer qu'il ne peut en être 
ainsi que si À est inférieur à une valeur que l'on déterminera. On achèvera la déter- 


mination des valeurs y, et y, lorsque À = ER (Maroc J. 56.) 


516. On se propose d'étudier, suivant les valeurs du paramètre m > O, la 
forme des courbes (C) représentant les équations 
(l) y = Vm — 2x +1 


19 Que peut-on dire de ces courbes par rapport aux courbes (C1) représentant 
les équations : 
Q y= mxx +1 
En déduire l'étude des courbes (C) suivant les valeurs de m. 
a) On envisagera, en premier lieu, le cas m = 0. 
b) Si m > O, montrer que (2) peut s'écrire sous la forme 
(3) y? = mx — a)? + h 
où a et h sont des quantités dépendant du paramètre m. 
Que représente l'équation (3) suivant le signe de h ? 
Cas particulier où h = 0. 
Préciser à quelles valeurs de m (m > 0) correspondent ces résultats. 
2° On suppose m = 0 ; retrouver les différentes formes des courbes (C) en 
étudiant algébriquement les variations de la fonction 
y = Vm2x2 —2x + 1 
Étude des asymptotes des courbes représentatives. 


Montrer que toutes les courbes (C) passent par un même point. 
(d'après Antilles, 61.) 


517. Soient deux axes de coordonnées rectangulaires x'Ox et y'Oy. On consi- 
dére les triangles variables AOB ayant pour bissectrice intérieure l'axe Ox et pour 
côtés des segments OA et OB de longueur m et n respectivement (m > n). On sup- 

> — 
pose l'angle g = (Ox, OA) variant entre O et zt, 


19 Exprimer les coordonnées des points A et B et celles du milieu M de AB en 
fonction de m, n et ç. 
Equation du lieu de M lorsque g varie. SS 
29 Si P est le point qui partage AB dans le rapport algébrique — = — A (40) 
PB 
calculer les coordonnées de P et trouver le lieu de ce point lorsque @ varie. 


3° On mène par M la parallèle à OA qui coupe x'x en E, y'y en F. Montrer que 
les longueurs ME et MF sont constantes et retrouver géométriquement le lieu de M. 


49 Par P on mène la parallèle à OA, qui coupe x'x en G et y'y en H. Montrer que 
les longueurs PG et PH sont constantes et retrouver géométriquement le lieu de P. 


59 On fait subir à OM une rotation de centre O et d'angle o ; OM vient en OM’. 
Lieu de M'. (d'après Côte d'Ivoire, 62.) 
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518. On donne un axe fixe x'x et un point fixe O sur cet axe. A chaque point 
M du plan on associe le cercle (M) de centre M passant par O. Le diamétre de (M) 
parallèle à x'x coupe le cercle (M) en deux points, | et |”. 

19 Trouver les lieux géométriques de | et |^ lorsque M décrit un cercle (T) de 
centre O. 

29 Trouver les lieux géométriques de | et |’ lorsque M décrit une droite (D) 
passant par O. 

3° Trouver les lieux delet l' lorsque M décrit une parabole de foyer O et d'axe 
x'x. (On étudiera séparément le lieu de | et celui de |’). 

49 On suppose maintenant, jusqu'à la fin du problème, que M décrit une droite 


fixe (A) perpendiculaire à x'x en un point donné, o, défini par Oc = a. 

a) Quel est le lieu (H) de I et |’ ? On pourra prendre des axes de coordonnées 
rectangulaires ayant pour origine le point o. 

b) Soit E le póle de x'x par rapport au cercle (M). Le cercle (C) circonscrit au 
triangle variable Ell' coupe la droite (A) au point E et en un autre point variable, S. 
Montrer que S est le symétrique de « par rapport à M. 

c) Montrer que (C) coupe x'x en deux points fixes, F et F', dont on précisera 
les abscisses. Quel róle les points F et F' jouent-ils pour (H) ? 

(d'aprés Métropole, 1962.) 


CHAPITRE 32 


LA PARABOLE. 


1. Tangente à la parabole. 


Soient M et M' deux points d'une parabole (P) de foyer F et 
de directrice (D). M et M' sont les centres de cercles (M) et (M") 
passant par F et tangents à la directrice (D) en 9 et o respective- 
ment. 

L'axe radical des cercles (M) et (M) passe par F et coupe la 
directrice (D) en un point P milieu de ọọ’. 

Étudions le cas où M' tend vers M en décrivant la parabole : 
le point P tend vers ọ en décrivant la directrice, et la droite des 
centres MM! qui est perpendiculaire à l'axe radical FP admet une 
position limite perpendiculaire à Fo. Il en résulte que la para- 
bole admet une tangente en chacun de ses points. 

On sait que la perpendiculaire à Fg passant par M est la média- 
trice de Fo, donc le symétrique du foyer par rapport à la tangente 
est un point de la directrice. | 


(D) 
Fig. 1 a. 


Réciproquement, si le symétrique du foyer par rapport à 
une droite (T) est un point de la directrice, on sait construire sur 
cette droite un point M (unique) de la parabole (pM | D) et 
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d'après le théorème direct, la droite (T) est la tangente en M à la 
parabole : 


Une droite est tangente à la parabole si, et seulement 
si, le symétrique du foyer par rapport à cette droite est un 
point de la directrice. 


Enveloppe de droites. 

Une courbe (C) est appelée enveloppe d'un ensemble de 
droites (A) si toute droite (A) est tangente à la courbe (C) et si 
toute tangente à la courbe (C) est une droite (A). 


Propriétés des tangentes à la parabole. 

La propriété caractéristique des 
tangentes à la parabole que nous 
avons établie permet d'énoncer : 


L'enveloppe des médiatrices 
des segments joignant un point 
fixe F à une droite fixe (D) est la 
parabole de foyer F et de direc- 
trice (D). 

K étant la projection du foyer F 
sur la directrice, le milieu S du seg- 
ment FK est le sommet de la para- 
hole ; la tangente en ce point ou tan- 


gente au sommet est la médiatrice du Fig. 1 b. 
segment FK : elle est l'homologue de 
I a T 1 
la directrice dans l'homothétie (F A 5) 
— — 


I étantla projection du foyer sur la tangente, on aura FI — 5 Foe 


ce qui montre que le point ç appartient à la directrice si, et seule- 
ment si, le point I appartient à la tangente au sommet, donc : 

Une droite est tangente à la parabole si, et seulement 
si, la projection du foyer sur cette droite est un point de 
la tangente au sommet. 


Cette propriété permet d'énoncer ` 
L'enveloppe des droites telles que la projection ortho- 
gonale d'un point F sur chacune d'elles soit sur une droite 
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(^) est la parabole de foyer F et de tangente au sommet 
(A). 

ou encore : 

l'enveloppe d'un coté d'un angle droit dont le sommet décrit 
une droite (A) et dont l'autre côté passe par un point fixe F, est la 
parabole de foyer F et de tangente au sommet (A). 

La médiatrice du segment Fo est aussi la bissectrice de 


> — 
(MF, My), donc: 
Une droite est tangente à la parabole en M si, et et seule» 
ment si, elle est bissectrice de l'angle (MF, Mo), 
9 étant la projection du point M sur la directrice. 


2. Sous-tangente, sous-normale. 


Appelons : 
T l'intersection de la tan- 
gente en M et de l’axe, 
N lintersection de la nor- 
male en M et de l'axe, 
m la projection orthogonale 
du point M sur l'axe : 

le segment Tm est la 
Sous-tangente, 

le segment mN est la 
sous-normale. 


La normale MN est per- 

pendiculaire à la tangente 

MT, ces deux droites sont les bissectrices de (MF, Mọ) donc 
le faisceau (NM. a IN) est harmonique. 


TN, parallèle au rayon Mọ, est divisé en segments égaux 
par les autres rayons : TF — FN, donc 


la tangente et la normale en M coupent l'axe en deux 
points symétriques par rapport au foyer. 
M et FT sont symétriques par rapport au milieu I de Fo, 


— — 
donc TI = IM 
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ct en projetant orthogonalement sur l’axe : 
— — 
TS = Sm 
le sommet de la parabole est le milieu de la sous-tangente. 


La symétrie par rapport à Ï donne également : 


— — 
oM = TF 

— 

«M est équipollent à sa projection sur l'axe : 
— — 
oM = Km 


— — ; 
et, avec TF — FN, on obtient : 


— — — — 
Km = FN = 9M = TF 


. — — — > 
puis on remarque que : Km = FN => KF = mN 
or, KF est le paramètre de la parabole, donc : 
la sous-normale est égale au paramètre. 


3. Tangente parallèle à une direction donnée (8). 


La parabole est donnée par son 
foyer F et sa directrice (D). 


La perpendiculaire à (8) issue de 
F coupe la directrice en un point @ 
unique ; la tangente cherchée est la 
médiatrice du segment Fo. 


Le problème est impossible si la 
direction (8) est perpendiculaire à la 
directrice, mais cette direction cor- Fig. 3. 
respond à la direction limite des tan- 
gentes lorsque o s'éloigne indéfiniment sur la directrice, ou lorsque 
M s'éloigne indéfiniment sur la parabole (direction asymptotique). 


4. Tangentes issues d’un point donné P. 


Pour qu'un point @ soit symétrique de F par rapport à une 
droite passant par P, il faut que PF = Po donc que le point o 
appartienne au cercle de centre P et de rayon PF. 
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Il existe au plus deux points q1 ct 
92 communs à ce cercle et à la direc. 
trice, et les tangentes sont les média- 
trices de Foi et Foo. 


PH étant la distance de P à la 
directrice : 
e il y a deux solutions si le cercle 
coupe la directrice, donc si 
PH < PF 
c'est-à-dire si P est extérieur à la 
parabole. 


e Il n'y a qu'une seule solution si le 
Fig. 4. cercle est tangent à la directrice, 


donc si PH — PF 
c’est-à-dire si P est un point de la parabole. 


e Le probléme est impossible si le cercle ne coupe pas la directrice, 
donc si PH > PF, c'est-à-dire si le point P est intérieur à la para- 
bole. 


5. Tangentes perpendiculaires. 


Soient 9, et o, les symétriques du foyer F par rapport à deux 
tangentes (T1) et (T2) qui se coupent en P : ces tangentes sont les 


-> => -> — 
bissectrices de (De, PF) et (PF, Po) 


+ — 
donc: (PM,, PF) — = (Po, PF) mod. x 
1 > > 
(PF, PMj) = 2 (PF, Poa) 
+ — 
par addition (PM, PM) = Í (Poi, Po) 


il en résulte : 
-> — 

(PMi, PM2) = 2/2 (mod. x) — (De, Po) — x (mod. 27) 
c’est-à-dire que les tangentes sont perpendiculaires si, et seulement 
si, les points P, o, et o, sont alignés, donc si P est un point de la 
directrice : 

La directrice de la parabole est le lieu géométrique des 
points communs à deux tangentes perpendiculaires. 
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La symétrie par rapport aux tangentes donne : 


(EMA, FP) = — Ma, oul mod. x 
(FP, FM) = — (p2P, pM) 

par addition (FM, FM2) = — (pP, of 

ou bien (FM, FM) = (Po, Poa) 


cette relation montre que les points M,, F et M, sont alignés si, 
et seulement si, les points 91, P et o» le sont aussi, et, si l'on tient 
compte du théorème précédent : 


Les tangentes aux extrémités d'une corde focale se 
coupent sur la directrice et sont perpendiculaires. 


6. Intersection d’une parabole et d'une droite. 


La parabole est donnée par la direc- 
trice (D) et le foyer F. 


Un cercle (M) passant par F est 
centré sur une droite (A) si, et seulement 
si, il passe aussi par F1 symétrique de F 
par rapport à (A) : les points communs à 
la parabole et à la droite (A) sont donc aussi 
les centres des cercles passant par F et Fi 
et qui sont tangents à la directrice (D). 
On sait construire de tels cercles (voir 
n? 17-6). 


P étant le point commun aux droites 
(D) et FF1, on mène la tangente P'T à un 
cercle auxiliaire passant par F et F1 puis 
on porte la longueur PT de part et d'autre 
du point P sur la droite (D) : 


Po, = Po, = PT. 
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Les points 9, et 9? sont les points de contact de la droite (D) et des 
cercles cherchés. Les centres sont les intersections de (A) et des perpens 
diculaires à la directrice en $, et g, respectivement. 


Discussion. 


La construction précédente suppose quatre conditions : 


1) F et F1 sont distincts. 


2) P existe, donc FF; n'est pas parallèle à la directrice. 

3) de P on peut mener des tangentes aux cercles passant par F et F1, 

4) la perpendiculaire à la directrice coupe (A). 

La condition (3) est réalisée, soit si le point F1 est sur la directrice 
(3*8 cas particulier ci-dessous), soit si F et F1 sont d'un méme côté de la 


Fig. 6 c. 


directrice : dans ce cas, et si les 
autres conditions sont réalisées, 
il existe deux points ọı et Q8 
sur (D), auxquels correspondent 
deux points M: et Ma communs 
à la droite (A) et à la parabole, 


Premier cas particulier t 
la droite (^) passe par le 
foyer. 


Dans ce cas, F et F4 sont 
confondus. Un point M est alors 
centre d'un cercle du faisceau 
singulier dont (A) est la droite 
des centres et F le point de con- 
tact. P étant l'intersection de la 
directrice et de la perpendicu- 
laire à (A) en F, la construction 
se poursuit comme dans le cas 
général, mais on remarque que 
PF est tangente aux cercles du 
faisceau, donc: 

Poi = Po» = PF. 


Deuxième cas particu: 
lier : la droite (A) est perpen- 
diculaire à la directrice. 


Dans ce cas, FF1 est paral- 
lèle à la directrice et le point P 
est rejeté à l'infini, mais la cons- 
truction est immédiate : M est 
l'intersection de la droite (A) et 
de la médiatrice de Fo, avec 
e = (D) ^ (A). 

La droite (A) et la parabole 
ont un point commun et un 
seul 
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. Troisième cas particu- 
lier : le point F1 est sur la 
directrice. 


Dans ce cas, on sait que la 
droite (A) est tangente à la para- 
bole et le point de contact est 
sur la perpendiculaire en F1 à 
la directrice. 


7. Problème. Fig. 6 d. 


Soit une parabole (P) dont le foyer O se projette en K sur la directrice 
D), et que l'on rapporte à un repère orthonormé d'origine O dont l'axe 
x'x a la direction et le sens de KO. 
M(x, y) est un point quelconque de la parabole, H sa projection ortho- 
— 


E 
gonale sur la directrice, u le vecteur unitaire de OM, et r sa mesure algé- 
brique. 


x, r et u peuvent être considérés comme des fonctions de la variable 

> => 

0 = (i, u). 
Calculer la dérivée de OM = ru = Xi p y j et utiliser cette dérivée 


pour montrer que la tangente en M à la parabole est bissectrice extérieure 
de OMH. 


La dérivée ane eti: 
(OM) = u + r w = x' i+y 
Si p est le paramètre de la E ELE la rela- 
tion caractéristique OM = HM devient: 
r=p+x 
et, en dérivant : r' = x". 

Cette relation me montre que les projections 
orthogonales de (OM)' sur uetz i ont méme 
mesure, donc que (OM)' est parallèle à à la 


bissectrice de G, u), or on sait que (OM): 
est porté par la tangente en M à la parabole, 
donc la tangente en M à la parabole est bis- 
sectrice extérieure de l’angle OMH. 


EXERCICES 


519. Ensemble des foyers et des sommets des paraboles tangentes à une droite 
(T) donnée, en un point M donné, et dont l'axe est parallèle à une direction (8) 
donnée. 


520. Ensemble des foyers F des paraboles qui passent par un point M donné 
et admettent une directrice (D) donnée. 
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521. Ensemble des foyers des paraboles qui passent par un point M donné et 
admettent pour tangente au sommet une droite donnée. 


522. On donne une tangente (T) à une parabole variable, le point de contatt 
M et l'intersection B de (T) et de l'axe de la parabole. 

Ensemble des sommets des paraboles. 

Ensemble des foyers. 

Enveloppe des directrices. 


523. Construire la directrice d'une parabole : 

19 On donne le foyer F et deux points M et M'. 

29 On donne le foyer F, un point M et une tangente (T). 

39 On donne le foyer F et deux tangentes (T) et (T^). 

49 On donne le foyer F, une tangente (T) et la direction de l'axe. 


524. Déterminer le foyer F d'une parabole : 


19 On donne la directrice (D), un point M et une tangente (T). 
29 On donne la directrice (D) et deux tangentes (T) et (T^). 
39 On donne la directrice (D), une tangente (T) et son point de contact M. 


525. Déterminer le foyer et la directrice d'une parabole connaissant deux 
tangentes et la tangente au sommet. 


526. Déterminer le foyer et la directrice d'une parabole dont on donne la 
tangente au sommet (A), une tangente (T) et son point de contact M. 


527. Déterminer le foyer et la directrice d'une parabole dont on donne une 
tangente (T), le point de contact M, l'axe x'x. 


528. Déterminer le foyer F d'une parabole dont on donne la directrice (D) ct 
deux points M et M'. Le point M étant fixe, dans quelle région doit se trouver le 
point M' pour que le probléme soit possible ? 


529. On considère les paraboles qui admettent le foyer F et ia tangente (T). 

19 Quel est le lieu du sommet A ? 

29 Quelle est l'enveloppe de la directrice? 

39 Construire celle de ces paraboles dont le point de contact avec (T) est un 
point M donné. 

49 Construire celle de ces paraboles dont le point de contact avec (T) se pro- 
jette en F sur l'axe. 


530. On donne deux droites (D) et (T) sécantes en O, et l'on appelle (P) toute 
parabole de directrice (D) et tangente à (T). 

19 Ensemble des foyers F et des sommets A des paraboles (P). 

29 Montrer que les paraboles (P) admettent une seconde tangente fixe perpen- 
diculaire à (T). 

3° Déterminer celles de ces paraboles qui passent par un point donné M. 


531. On appelle parabole (P) les paraboles qui ont pour foyer un point F donné 
et dont les directrices passent par un point donné A. 

19 Construire les directrices des paraboles (P) qui passent par un second point 
donné M. Discuter. 

29 Quel est l'ensemble des points M tels aue deux paraboles (Pj passant par M 
aient leurs axes perpendiculaires ? 
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532. Construire une parabole tangente en deux points M et M' à deux droites 
(T) et (T^) perpendiculaires. 


533. On considère les paraboles ayant pour sommet un point A et passant par 
un point M. 

19 Ensemble des points m, projections orthogonales du point M sur l'axe. 

29 Ensemble des points P intersections des tangentes en M et de l'axe. 

39 Ensemble des points S, intersections des tangentes en M et en A. 


534. La normale en M à une parabole de sommet A coupe l'axe en N et la 
tangente au sommet en B. Montrer que les cercles passant par A et B sont orthogo- 
naux au cercle de diamètre MN. 


535. D'un point P on mène les tangentes PM et PM' à une parabole de foyer F, 
et la droite PX parallèle à l'axe. Soit Q l'intersection de PX et de la directrice. 
Montrer que : 


19 PX passe par le milieu du segment MM'. 
29 FQ est perpendiculaire à MM'. 


39 La droite MM' est parallèle à la tangente à la parabole au point A commun 
à PX et à la parabole. 


536. Étant donnée une parabole de paramétre p, construire une corde focale 
de longueur 21. 


537. Démontrer que, dans la parabole, le lieu des milieux des cordes paral- 
ièles à une direction donnée est une demi-droite parallèle à l'axe. 


538. Par un point P de l'axe d'une parabole, mener une normale à cette 
courbe. 


539. On donne une corde quelconque AB d'une parabole. Montrer que si la 
médiatrice de cette corde coupe l'axe au point N et si M est le milieu de AB, la 
projection orthogonale de MN sur l'axe est égale au paramétre. 


540. Construire une parabole connaissant l'axe et deux points M et M'. 


541. Deux paraboles ont méme foyer F et leurs directrices (D) et (D') se 
coupent en P. Construire leur tangente commune et leurs points communs. 


542. Construire les intersections de deux paraboles de méme axe. 


543. Enveloppe du côté OB d'un angle AOB de grandeur constante a, dont le 
cóté OA passe par un point fixe A et dont le sommet O décrit une droite fixe (A). 


544. Dans le plan de deux axes rectangulaires Ox et Oy, un cercle variable 
passant par le point O et le point fixe F de la bissectrice de l'angle xOy, recoupe Ox 
en P et Oy en Q. Par le point E diamétralement opposé à F, on mène parallèlement 
à OF la droite EM qui coupe PQ en M. 

19 Ensemble des points M. 

29 Enveloppe de la droite PQ. 


545. On donne un cercle fixe (O) et une corde fixe AA' ; une corde mobile 
CC' se déplace de manière que son milieu | décrive AA'. 

Déterminer : 

19 L'enveloppe de la droite CC’. Préciser les bornes de l'arc décrit par le point 
de contact M. 
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29 L'ensemble des points P, intersections des tangentes en C et C' au cercle 
(O). Montrer que cet ensemble est un arc de cercle et préciser les extrémités de 
cet arc, 


546. On donne une parabole de foyer F et deux perpendiculaires à l'axe en 
deux points A et B équidistants du sommet S de la parabole ; une tangente variable 
coupe ces deux droites en A’ et B’, 

Démontrer que |AA'? — BB'2| = 2 SF.BA. 


547. Enveloppe des droites telles que la différence des carrés des distances de 
deux points fixes À et B à ces droites, soit constante. 


548. Dans un cercle variable (O) passant par deux points fixes A et B, on mène 
le rayon OC qui fait avec OA l'angle constant AOC = x. Montrer que la droite OC 
enveloppe une parabole de foyer A. 


549. On donne une droite (D), un point A de cette droite, un point B hors de 
cette droite. Un cercle variable (œ) passe par A et B et coupe (D) en M. Déterminer 
l'enveloppe des tangentes en M au cercle (w). 


550. Soient Mı, Ma, Ms trois points d'une parabole (dans cet ordre) ; les 
tangentes en M; et en Ma se coupent en T, les tangentes en Ma et en Ms se coupent 
en T', les tangentes en Mı et Ms se coupent en P. Démontrer que: 

MT PT’ 
— (Théorëme d'Apollonius.) 


551. Un point M se déplace sur une parabole de sommet A. ll se projette en P 
sur l'axe, en Q sur la tangente au sommet. 


19 Montrer que la perpendiculaire menée de Q sur AM coupe l'axe en un point 
fixe. 


29 On méne par Q une perpendiculaire à la droite PQ qui coupe l'axe en E. 
Montrer que le point E est fixe et trouver l'enveloppe de PQ. 


552. La normale en M à une parabole coupe l'axe en N. Ensemble des milieux 
des segments MN. 


553. Ensemble des points d'oü l'on peut mener à la parabole des normales 
rectangulaires. 


554. Ensemble des milieux des cordes focales d'une parabole. 


555. Ensemble des foyers des paraboles de sommet S donné, tangentes à une 
droite (T) donnée. 


556. On considère les paraboles P qui ont pour foyer un point donné F et dont 
la directrice passe par un point donné O. 

19 Déterminer le lieu géométrique des points de contact des tangentes issues 
de O aux paraboles P. 

29 Par un point M du plan, il passe en général deux paraboles P ; où doit se 
trouver le point M pour que ces paraboles existent et soient distinctes ? Où doit se 
trouver le point M pour qu'elles soient confondues ? 

39 Montrer que les paraboles P restent tangentes à une droite fixe. 

49 Lieu géométrique des points M tels que les paraboles qui y passent fassent 
entre elles un angle donné 8 ; cas où 0 = x/2. (Saigon, 1934.) 
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557. On donne une droite A et un point F (non situé sur A), et on considère 
les paraboles de foyer F tangentes à A. 


19 Que peut-on dire de leurs directrices ? Trouver le lieu de leur sommet. 

29 Déterminer celles de ces paraboles qui passent par un point donné M. 
Discuter suivant la position du point M. 

3e Trouver le lieu des points M tels que les deux paraboles passant par M soient 
égales (c'est-à-dire aient le même paramètre). 

49 Trouver le lieu des points M tels que les directrices des deux paraboles 
passant par M soient rectangulaires. — Quel est dans ce cas l'angle des tangentes en 
M à ces deux paraboles ? 

59 |nversement, le foyer F et le point M étant fixes, on considére les deux para- 
boles passant par M et tangentes à la droite variable A. Déterminer Ja courbe à 
laquelle la droite A doit rester tangente pour que les deux paraboles se coupent en 
M sous un angle aigu donné a. 


558. Deux droites rectangulaires D et d se coupent en O ; A est un point de 
D, F un point de d. On considére la parabole (P) de foyer F et qui est tangente à la 
droite D en A. 

19 Construire la directrice L et le sommet S de (P). Calculer son paramétre, 
connaissant OA — a et OF — b. 

29 F variant sur d, les autres données demeurant fixes, déterminer le lieu de S 
et l'enveloppe de L. 

30 A variant sur D et les autres données, dont F, demeurant fixes, déterminer 
le lieu du point M de la parabole (P) où la tangente est parallèle à d, (Di étant la 
paralléle à D menée par F, on pourra chercher l'équation du lieu de M par rapport 
à des axes de supports d et Dj). 

49 Dans la méme hypothése (A variable), construire les directrices des para- 
boles (P) qui passent par un point donné N. Discuter. 

Lieu du point N pour que les directrices des deux paraboles passant par N 
fassent entre elles un angle donné « (0 < « « x). 

(Égypte, 1949.) 


559. On considére une parabole définie par son foyer F, sa directrice D. Une 
sécante variable A, passant par F, coupe D en P. 

19 Construire les points d'intersection M et M' de A et de la parabole et les 
tangentes en ces points. Oü se coupent-elles ? Quel angle forment-elles ? Montrer 
que le cercle I' de diamètre MM’ est tangent à D. 

20 Construire la polaire de F par rapport à I'. Quelle est son enveloppe quand 
A varie ? 

30 De P on mène à T la tangente autre que D. Quelle est son enveloppe ? 
Quel est le lieu de son point de contact avec T' ? 

49 Définir le milieu | de MM’ au moyen de I, D, A et trouver son lieu, quand 
A varie. Ce lieu est une parabole, dont on placera le foyer et la directrice. 

59 Démontrer que D déjà tangent à D est aussi tangent à un cercle fixe. En 


déduire qu'il existe un point ayant méme puissance par rapport aux cercles I. 
(Lille, 1948.) 


560. Soient A et A’ deux droites situées dans un même plan et A un point fixe 
de A. 

On considère un cercle variable tangent en A à A et qui coupe A’ en deux 
points B et C. 
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1° Montrer que les bissectrices de l'angle A du triangle ABC sont fixes et que les 
bissectrices des angles B et C restent tangentes à une parabole. 

29 Soient A’, B”, C' les pieds des hauteurs du triangle ABC issues respective. 
ment de A, B, C. 

Prouver que le centre du cercle circonscrit au triangle A'B'C' reste situé sur 
une droite fixe. 

39 Montrer que les hauteurs BB' et CC' restent tangentes à une parabole dont 
le foyer F est le symétrique de A par rapport à A'. (Strasbourg, 1931.) 


561. Soient un angle droit xOy et un point P à l'intérieur. 


19 Montrer qu'il existe une parabole de foyer P tangente à Ox et à Oy. Cons- 
truire les points de contact A et B avec Ox et Oy. Montrer que P est situé sur AB, 
Comparer les directions de OP et de l'axe de la parabole par rapport à Ox et Oy, 


29 On considére les diverses paraboles tangentes à Ox en un point donné A et 
à Oy en un point variable B. Lieu du foyer F de ces paraboles. 

On désigne OA par a et l'angle aigu AOF par 9. Calculer le paramètre p de la 
parabole (distance de F à la directrice) en fonction de a et de 0. Étudier et repré- 
senter graphiquement sa variation en prenant u — sin 0 comme variable. Maxi- 
mum de p. 

39 La perpendiculaire à Ox en A coupe la parabole du 19 en un second point A’, 
Construire géométriquement A’. Calculer AA’ en fonction de a et de 0. Montrer 
que AA' — 4 OB. 


49 Montrer que lorsque 0 varie, A restant fixe, la tangente à la parabole en A! 
rencontre |a droite Ox en un point fixe C. 
A quelle courbe sont tangentes les différentes normales en A' à la parabole ! 


562. 1° Démontrer que si deux points d'une parabole sont alignés avec le 
foyer, les tangentes en ces deux points se coupent sur la directrice. Énoncer et 
démontrer la réciproque. 

29 Étant donné deux droites rectangulaires OX, OY, déterminer la parabole 
tangente à ces deux droites en deux points donnés A, B, par la construction de son 
foyer et de sa directrice. Montrer que son axe est paralléle à une médiane du 
triangle OAB. ^ 

39 On projette un point variable M de la droite AB, en P sur OX et en Q sur 
OY. Montrer que le cercle MPQ a deux points fixes et en déduire que la droite PQ 
reste tangente à une parabole fixe (P). A-t-on ainsi toutes les tangentes à (P) ? 


49 OX et OY restant fixes, on fait pivoter la droite AB autour d'un point fixe S, 
pris hors de OX et de OY. La parabole (P) du n9 3 varie. Montrer qu'elle reste tan 
gente à une droite fixe (D). Si T est le point de contact, variable, de (P) avec (D), 
montrer que les droites ST et AB sont également inclinées sur OX. Réciproque- 
ment, T étant donné sur (D), déterminer la droite AB qui définit une parabole (P) 
tangente à (D) en T. 


563. D'un point T extérieur à la parabole y? — 2px, on mène les deux tan- 
gentes à cette parabole ; soient M et M' les points de contact, K et K' les projections 
du foyer F sur TM et TM'. On sait que K et K' sont sur Oy. 

Préciser la position relative des points T, F et œ, ce dernier point étant le 
centre du cercle FKK’. 

A) On suppose que K et K’ varient de telle sorte que leur milieu | reste fixe, 
Démontrer. 

19 Que T décrit une demi-droite issue d'un point que l'on recherchera. 
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29 Que MM' reste parallèle à une direction fixe que l'on construira. Cons- 
truire T lorsqu'en outre MM’ passe par F. 


B) On suppose maintenant que K et K' varient de telle sorte que le rapport de 


leurs ordonnées soit constant. On posera OK — t et OK! = Xt (donc X est cons- 
tant et t variable). 


19 Calculer les ordonnées de M et de T et vérifier qu'elles sont proportionnelles 
à t. 


29 Calculer le rapport des abscisses de M et de T. 


30 En conclure que le lieu de T est une parabole homothétique de la parabole 
donnée. Soit f(A) le rapport d'homothétie. Étudier les variations de cette fonction 
IA) ; montrer que pour les valeurs de À qui rendent TO) maximal ou minimal, le 
lieu de T est évident. 


Montrer que les tangentes en T à la parabole lieu de T passe par le milieu | du 
segment KK’, (Maroc, 34.) 


564. 10 Étant données une parabole (P) et une sécante (D) de cette parabole, 
on sait que la détermination des points M', M" oü cette sécante coupe la parabole, 
se raméne à la construction des cercles passant par deux points et tangents à une 
droite. Déduire de cette construction le lieu géométrique décrit par le milieu K de 
M'M" lorsque la droite (D) se déplace parallèlement à elle-même, la parabole (P) 
restant fixe. 

29 Soient Ta, TB les tangentes menées par un point T à la parabole (P) ; soient 
^ et B leurs points de contact respectifs et F le foyer de la parabole. Montrer que 
les triangles AFT, TFB sont semblables. En déduire le lieu décrit par le point F 
lorsque eo varie de manière que les droites Tæ, TB restent fixes, le point A étant 
fixe sur Tœ et le point B décrivant la droite TB. 

39 Construire le foyer d'une parabole dont on donne trois tangentes ainsi que 
le point de contact de l'une d'elles. 

Construire le foyer et la directrice d'une parabole dont on donne deux tan- 
gentes TA, TB et leurs points de contact respectifs A et B. 

Calculer le paramètre p de cette parabole en fonction des longueurs TA = a 
et TB — b dans le cas particulier où l'angle ATB est droit. (Espagne, 1948.) 


565. Une parabole (P) a pour foyer F et pour directrice (A). L est le milieu 
d'une corde fixe M,M, de (P) et à, m,, m, les projections orthogonales de L, M, et 
M, sur (A). 

19 Montrer que FA est perpendiculaire à M,M,. 


20 N étant un troisième point de (P), on désigne par n sa projection orthogo- 
nale sur (A), par n, et ng les milieux de nm, et nm, et par n' le symétrique de n par 
rapport à F. Montrer que (NM,, NM,) = (n'm,, n'm) mod. m. 

39 Construire les points d'intersection de (P) avec un cercle (C) de centre O 
passant par Mı et Ma. 

Montrer qu'il peut exister deux points d'intersection Ni et No généralement 
distincts de M; et M2 et que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le point O 
soit sur une certaine demi-droite O1X que l’on déterminera. Que peut-on dire du 
cercle (C1) de centre O, passant par M1 et Ma? 

49 Montrer que, lorsque O décrit O1X, NıNə se déplace parallèlement à une 
direction fixe et qu'une bissectrice de (M1Me, NN») est parallèle à l'axe de la 
parabole. 

J étant le milieu de NiNa et ! le milieu de JL, démontrer que | est sur l'axe 
de (P). (Aix, 1951.) 


15 
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566. Dans tout ce qui suit on appellera paraboles (P) toutes les paraboles du 
plan dont les directrices sont parallèles à une direction fixe donnée. 

19 Ensembles des foyers et des sommets des paraboles (P) dans les deux cav 
suivants : 

a) (P) est tangente à une droite donnée, en un point donné ; 

b) (P) est tangente à deux droites données. 

Déterminer le foyer et la directrice de (P) tangente à trois droites données, 
Lieu du foyer de (P) passant par deux points donnés. 

2° Montrer que deux paraboles (P) données par leurs foyers et leurs diret- 
trices sont homothétiques et construire le centre d'homothétie. En déduire que 
toutes les paraboles du plan sont des courbes semblables et déterminer le centre de 
similitude de deux paraboles quelconques données. 

Oü se trouve le centre d'homothétie de deux paraboles (P) tangentes à une 
même droite ? Déterminer les tangentes communes à deux paraboles (P) données, 

Quel est le centre d'homothétie de deux paraboles (P) tangentes en un point 
donné ? 

En déduire les lieux trouvés dans les cas a) et b) de la section 19, (Dijon, 1952.) 


567. On appelle parabole (P) les paraboles admettant pour directrice une 
droite fixe (D) et passant par un point fixe A. 

19 Quel est l'ensemble des foyers F des paraboles (P) ? Montrer que l'ensemble 
des sommets S de (P) est une conique, dont on déterminera, sans calculs, les som- 
mets et les foyers. 


29 La tangente et la normale en A à la parabole (P) coupent son axe respecti- 
vement en T et en N. Ensembles des points T et N. 

30 La droite AF recoupe (P) en B. Trouver l'ensemble (x) des points B et mon- 
trer que (P) et (x) sont tangents en B. 

49 Construire la parabole (P) qui passe par un second point donné M [On mon: 
trera que M doit être intérieur à la courbe Gol, (Dakar, 1959.) 


CHAPITRE 33 


TANGENTES AUX CONIQUES BIFOCALES 


1. Tangente à l'ellipse. 


L'ellipse est donnée par le foyer F et le cercle directeur (ET 


Soient M et M' deux points de l'ellipse : ils sont les centres de 
cercles (M) et (M^) tangents au cercle directeur en 9 et +’. 


Faisons tendre M’ vers M : la tangente à l'ellipse en M, si elle 
existe, est la limite de la droite MM". 


On connaît le centre radical des cercles (F^, (M) et (M^): 
c'est un point P commun aux tangentes à (F^) en ọ et g’. Le point P 


+ — 
appartient à la bissectrice de (Ee, F'g') qui, à la limite, est con- 
fondue avec la droite F'o. 


Le point P appartient aussi à la tangente en y au cercle (F^), 
donc, à la limite le point P est en ç. 


La droite des centres, MM’, est perpendiculaire à l'axe radical 
FP des cercles (M) et (M^), à la limite elle est la perpendiculaire 
à Fo menée de M, et l'on sait que cette perpendiculaire est aussi la 
médiatrice de Fg. 


Fig. 1. 
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On peut énoncer : 

Une ellipse admet une tangente en chacun de ses 
points, et le symétrique du foyer par rapport à la tangente 
est un point du cercle directeur relatif à l'autre foyer. 


Réciproquement, à un point 9 donné sur le cercle (F), il 
correspond un point M unique de l'ellipse : ce point appartient à 
la droite F'o et à la médiatrice de Fe, or, d’après le théorème direct, 
cette médiatrice est la tangente en M à l'ellipse, donc : 

Une droite est tangente à l’ellipse si, et seulement si, 
le symétrique d'un foyer par rapport à cette droite appar- 
tient au cercle directeur relatif à l'autre foyer. 


2. Propriétés des tangentes à l'ellipse. 


La propriété qui vient d'étre établie permet d'énoncer : 

L'enveloppe des médiatrices des segments joignant les 
différents points d'un cercle (F') à un point fixe F intérieur 
au cercle (F') est l'ellipse de foyer F et de cercle directeur 


(F). 


Le milieu I de Fe est 
aussi la projection ortho- 


gonale du foyer F sur la 
tangente. La relation 
— 1 — 

FI zz be montre que 


I appartient à l'homo- 
logue du cercle directeur 
(F') dans lhomothétie 
1 "ue cf 
(F, 5) c'est-à-dire au 
cercle principal (P). 
Réciproquement, si 
la projection orthogonale 
I du foyer F sur une 
Fig. 2 a. droite (T) appartient au 
cercle principal, l'homo- 
thétie (F, 2) montre que le symétrique du foyer F par rapport 
à cette droite appartient au cercle directeur (F'), donc que la 
droite (T) est tangente à l’ellipse. 
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Nous énoncerons : 


Une droite est tangente à l’ellipse si, et seulement si, 
la projection orthogonale d'un foyer sur cette droite appar- 
tient au cercle principal. 


Cette propriété peut aussi s'énoncer : 


L'enveloppe des droites, telles que la projection ortho- 
gonale d'un point F sur chacune d'elles soit sur un cercle 
(P), est l'ellipse de foyer F et de cercle principal (P) si le 
point F est intérieur au cercle (P). 

ou encore : 


L'enveloppe d'un cóté d'un angle droit dont le sommet décrit 
un cercle (P), et dont l'autre cóté passe par un point fixe F inté- 
rieur au cercle (P), est l'ellipse de foyer F admettant (P) pour cercle 
principal. 

La tangente (T) étant médiatrice de Fe est bissectrice de 
l'angle FM. Le point M est sur le segment He donc les angles 
FM? et FMF' sont de part et d'autre de MF ; on en déduit que la 
tangente (T) est bissectrice extérieure de l'angle FMF”. 


La tangente en M étant unique, ainsi que la bissectrice exté- 
rieure de l'angle FMF', on peut énoncer : 


Une droite est tangente à l'ellipse en un point M si, et 
seulement si, elle est bissectrice extérieure de l'angle 
des rayons vecteurs du point M. 


De cette propriété on 
peut déduire : 


(T) 


1) Une droite est nor- 
male à l'ellipse en un point M 
M si, et seulement si, elle est (E) 
bissectrice intérieure de AV, 
l'angle des rayons vecteurs 
du point M. 
2) La tangente et la nor- 
male à l'ellipse en un point 
M forment, avec les rayons 
vecteurs du point M, un Fig. 2 b. 
faisceau harmonique. 
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3. Tangente à l’hyperbole. 


L'hyperbole (H) est donnée par le foyer F et le cercle directeur 


Soient M et M’ deux points d'une même branche de l'hyper- 
bole : ils sont les centres de cercles (M) et (IM) tangents au cercle 
directeur en q et ei, 

Faisons tendre M' vers M : la tangente à l'hyperbole en M, si 
elle existe, est la limite de la droite MM". 

On connaît le centre radical des cercles (F') ,(M) et (M'): 
c’est un point P commun aux tangentes à (F') en ọ et +. 


D DH D D => => D 
Le point P appartient à la bissectrice de (F'o, Fei qui, à la 
limite, est confondue avec la droite Fe. 


Le point P appartient aussi à la tangente en o au cercle (E), 
donc, à la limite le point P est en ç. 


La droite des centres MM' est perpendiculaire à l'axe radical 
FP des cercles (M) et (M?) ; à la limite elle est la perpendiculaire 
à Fo menée de M, et l'on sait que cette perpendiculaire est aussi 
la médiatrice de FQ. 


On peut donc énoncer : 


Une hyperbole admet une tangente en chacun de ses 
points et le symétrique du foyer par rapport à la tangente 
est un point du cercle directeur relatif à l'autre foyer. 


(F?) 


Fig. 3. 


Réciproquement, à un point o donné sur le cercle directeur 
(F^), il correspond un point M unique de l'hyperbole ; ce point 
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appartient à la droite F' et à la médiatrice de Fo, or, d’après le 
théorème direct, cette médiatrice est la tangente en M à l'hyperbole. 


Dans le cas où le point 9 est aussi le point de contact avec (EI) 
d'une tangente issue de F, le point M est rejeté à l'infini, mais on 
sait que la médiatrice de Fo est asymptote à l'hyperbole : les 
asymptotes sont les limites des tangentes en M à l'hyperbole lors- 
que le point M s'éloigne indéfiniment. 


Nous énoncerons : 


Une droite est tangente à l'hyperbole si, et seulement 
si, le symétrique du foyer par rapport à cette droite 
appartient au cercle directeur relatif à l'autre foyer. 


4. Propriété des tangentes à l'hyperbole. 
La propriété précédente peut aussi s'énoncer : 


L'enveloppe des médiatrices des segments joignant les 
différents points d’un cercle (F') à un point fixe F extérieur 
à ce cercle, est l’hyperbole de foyer F et de cercle direc- 
teur (F'). 

Le milieu I de Fo est aussi 
la projection du foyer F sur la 


VEX raum 
tangente. La relation FI = 5Fọ 


2 
montre que I appartient à 
l'homologue du cercle directeur 


; ; m E 
(F^) dans l'homothétie (F ; 5) 


c'est-à-dire au cercle principal 

(P). Fig. 4. 
Réciproquement, si la pro- 

jection du foyer F sur une droite 

(T) appartient au cercle princi- 

pal, l'homothétie (F, 2) montre que le symétrique du foyer F par 

rapport à cette droite appartient au cercle directeur (F'), donc 

que la droite (T) est tangente à l'hyperbole. 
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Nous énoncerons : 


Une droite est tangente à l’hyperbole si, et seulement 
si, la projection d’un foyer sur cette droite appartient au 
cercle principal. 


Cette propriété peut aussi s’énoncer : 


L'enveloppe des droites telles que la projection ortho- 
gonale d’un point F sur chacune d'elles soit sur un cercle 
(P), est une hyperbole de foyer F et de cercle principal (P) 
sí le point F est extérieur au cercle ( P). 


ou encore : 


L'enveloppe d'un cóté d'un angle droit dont le sommet décrit 
un cercle (P), et dont l'autre côté passe par un point fixe F exté- 
rieur à ce cercle, est l'hyperbole de foyer F admettant le cercle (P) 
pour cercle principal. 


La tangente (T) étant médiatrice de Fe est bissectrice de 
l'angle FM. Le point M est extérieur au segment F'o, donc les 
angles FM et FMF' sont d'un méme côté de MF ; on en déduit 
que la tangente (T) est bissectrice intérieure de l'angle FMF’. 


La tangente en M étant unique, ainsi que la bissectrice inté- 
rieure de l'angle FMF', on peut énoncer : 

Une droite est tangente à l'hyperbole en un point M si, 
et seulement si, elle est bissectrice intérieure de l'angle 
des rayons vecteurs du point M. 


De cette propriété on peut déduire : 

1) Une droite est normale à l'hyperbole en un point M si, 
et seulement si, elle est bissectrice extérieure de l'angle des rayons 
vecteurs du point M. 

2) La tangente et la normale à l'hyperbole en un point M for- 
ment, avec les rayons vecteurs du point M, un faisceau harmo- 
nique. 


5. Projection orthogonale de deux points sur une droite. 


Soient I et V les projections orthogonales de deux points 
F et F’, sur une droite (A), O le milieu de FF’ et J le symétrique 
de I par rapport à O. 
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Le triangle JIT’ est rec- d 
tangle en I', donc inscrip- | 
tible dans le cercle de dia- 
mètre IJ et de centre O. 


La puissance de F' par 
rapport à ce cercle est : 


FT . FJ = F'O? _ OI 
et puisque FI est symétrique 
de F'J par rapport à O : 


FT . FI = OI? —FO? (1) 


J 
Fig. 5. 


6. Propriété des tangentes à une conique à centre. 


Une droite (T) est tangente à une conique à centre si, et seule- 
ment si, la projection orthogonale de l'un des foyers sur cette droite 
appartient au cercle principal (P), soit avec les notations ci-dessus, 
si OI — a. 


La relation (1) devient PI. FI = ec 
dans le cas de l'ellipse : FT.FI = b? 
dans le cas de l'hyperbole : FT. FI = — A8 


On en déduit que ce produit est positif dans le cas de l’ellipse, 
donc que les deux foyers sont d’un même côté d’une tangente 
quelconque. 


Ce produit est négatif dans le cas de l’hyperbole, donc les deux 
foyers sont de part et d’autre d’une tangente quelconque. 
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7. Tangentes parallèles à une direction donnée (65): 
ellipse. 


Fig. 7. 


L’ellipse est don- 
née par le cercle direc- 
teur (F^) et le foyer F. 

Le symétrique du 
foyer F par rapport àla 
tangente cherchée ap- 
partient au cercle 
directeur (F') et à la 
droite passant par F et 
perpendiculaire à la 
direction donnée (8). 
Cette perpendiculaire 
coupe le cercle (F^) en 
deux points @, et a. 


Il existe deux tangentes paralléles à (8) : ce sont les médiatrices de 


Fo, et Fo, respectivement. 


Les triangles q,F'95, 9;M,F, FM 9, sont isocèles et ont leurs 
angles respectivement égaux, ce qui montre que le quadrilatère 
M1F'M2F est un parallélogramme ayant pour centre le milieu O 


de FF'. 


On peut donc énoncer : 


Une ellipse admet deux tangentes paralléles à une 
direction donnée, les points de contact de ces tangentes 
sont symétriques par rapport au centre de l'ellipse. 


8. Tangentes parallèles à une direction donnée (5) : 


hyperbole. 


L'hyperbole est donnée par 
le cercle directeur (F') et le 


foyer F. 


Le symétrique du foyer F 
par rapport à la tangente cher- 
chée appartient au cercle direc- 
teur (F^) et à la perpendiculaire 


à (8) issue de F. 


Fig. 8a. 
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1) si cette perpendiculaire à (8) ne coupe pas le cercle (F^) 
il n'existe aucune tangente parallèle à (3). 


2) Si cette perpendiculaire à (83) coupe le cercle (F^) en deux 
points 9, et o, distincts, il existe deux tangentes parallèles à (ò) : 
ce sont les médiatrices de Fo, et Fo, respectivement. 

Si l'on désigne par B l'angle aigu de HE et de (8), ce cas est 
réalisé si FF’. cos. B < 2a, donc si cos B < afc. 

Dans ce eas, les triangles 
eo PıMıF, PMF 
sont isocèles et ont leurs 
angles respectivement égaux, 
ce qui montre que M}F et 
F'M2 sont parallèles ainsi 
que M2F et F'M;, donc que 
le quadrilatère M; F'MsF est 
un parallélogramme ayant 
pour centre le milieu O de Fig. 8 b. 

F'F. 

3) Si la perpendiculaire à (3) issue de F est tangente au cercle 
(F^) en ọ, on sait que la médiatrice de Fe est une asymptote à 
l'hyperbole ce qui correspond à la limite d'une tangente lorsque 
le point de contact s'éloigne indéfiniment. Ce cas est réalisé si 
cos B = cos x = afc. 


9. Tangentes issues d'un point donné : ellipse. 


L'ellipse (E) est donnée 
par le cercle directeur (F') 
et le foyer F. 


Une droite (T) est tan- 
gente à l'ellipse si, et seule- 
ment si, le symétrique + du 
foyer F par rapport à la 
droite (T) est sur le cercle 
directeur (F^. 

La droite (T), médiatrice 
de Fe passe par P si, et seu- 
lement si, Pe = PF, donc 
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un point w, s’il existe, appartient à l'intersection du cercle (ET) et 
du cercle (P, PF). 


Il existe un point ọ unique si le cercle (P, PF) est tangent au 
cercle (F^), donc si le point P est un point de l'ellipse. 
Il existe deux points 9 si ces deux cercles se coupent donc si : 
|PF — 2a| < PF' < PF + 2a 


ce qui s'écrit : 


PF + 2a > PF' ou PF' — PF « 2a (1) 
PF — 2a < PF' PF — PF' < 2a (2) 
2a — PF « PF' PF + PF' > 2a (3) 


les relations (1) et (2) sont vérifiées VP, car dans tout triangle 
FPF' ona: 

|PF' — PF] < FF' = Ze 
à fortiori : |PF' — PF| < 2a. 


L'inéquation (3) est vérifiée si, et seulement si, P est extérieur 
à l'ellipse : il existe alors deux tangentes issues de P, ce sont les 
médiatrices des segments Fo, et Fo,. 

La construction des tangentes issues de P montre que la droite PF' est 


bissectrice de l'angle des rayons vecteurs (F'M1, F'M2). (Premier théorème 
de Poncelet). 


Si on appelle I, et I, les milieux des segments Fo, et Fos, I,I, est 
parallèle à 9,9,. Le triangle PI, I, est inscriptible dans le cercle de diamètre 
PF, donc les côtés PI, et PI,, la hauteur PF’ et le diamètre PF fórment deux 
couples de droites isogonales. Les angles (PM1, PM) et (PF', PF) ont donc 
mémes bissectrices. (Deuxiéme théoréme de Poncelet). 


10. Tangentes issues d'un point P donné : hyperbole. 


L'hyperbole est donnée par le cercle directeur (E) et le foyer 


Une droite (T) est tangente à l'hyperbole si, et seulement si, 
le symétrique + du foyer F par rapport à la droite (T) appartient 
au cercle directeur (F'). 

La droite (T) médiatrice de Fe passe par P si, et seulement si, 
Po = PF ; un point 9 s’il existe, appartient donc à l'intersection 
du cercle (F^) et du cercle (P, PF). 

Il existe un point ® unique si le cercle (P, PF) est tangent au 
cercle (F^), donc si le point P appartient à l'hyperbole. 
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Il existe deux points ọ si les deux cercles se coupent, donc si : 
[PF — 2a| < PF' < PF + 2a 
ce qui s'écrit : 


2a — PF < PF ou PF--PF'—2a (1) 
PF — 2a « PF' PF—PF'—2a (2) 
PF' < PF + 2a PF'—PF-2a (3) 


La relation (1) est vérifiée VP, car dans tout triangle FPF' on a : 
PF + PF' > FF 
soit PF + PF’ > 2c > 2a 


Les relations (2) et (3) sont équivalentes à 
[PF — PF'| Ze 
clles sont vérifiées si, et seulement si, P est extérieur à l'hyperbole. 
H existe alors deux tangentes issues de P : ce sont les médiatrices 
des segments Fo, et Foz, 
La construction des tangentes issue de P montre que la droite PF' est 


bissectrice de l'angle des rayons vecteurs (F'Mi, F'M2). (Premier théorème 
de Poncelet). 


Si on appelle I, et I; les milieux des segments Fo, et Fo;, II, est paral- 
léle à 919,. Le triangle PI,I, est inscriptible dans le cercle de diamètre PF, 
donc les cótés PI, et PI,, la hauteur PF' et le diamétre PF forment deux 
couples de droites isogonales. Les angles (PM1, PM») et (PF', PF) ont 
donc mêmes bissectrices. (Deuxième théorème de Poncelet). 
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11. Angle de deux tangentes à l’ellipse ou à l'hyperbole. 
Deux tangentes issues d'un point P sont les médiatrices de Fg, 

i . + — — — 
et Fe. donc les bissectrices de (PF, Baler (PF, Po) et l’on a: 


1 > > 
(PF, PM;) = 5 (PF, Po;) mod # 
1 > > 
(PF, PM.) = 2 (PF, Po.) 
: Jo => 
par différence : (PM,, PM,) = 5 (Poi, Po) 
=> — 
or PF' est bissectrice de (Poi, Pe.) donc : 


(PM,, PM,) = (Po, PF') = (PF', Po) mod. x 


12. Cercle orthoptique ou cercle de Monge. 
Les tangentes issues de P sont perpendiculaires entre elles si : 
(PM, PM) = (Po, PF’) = z/2 mod. x 
donc si le triangle ©, PF” est rectangle en P, c'est-à-dire si : 
Fo = Pg? + PF”? 
avec Po, — PF 4a? = PF? + PF? 
O étant le milieu de FF’, on aura : 
PF? + PF”? = 2 OP? + 2 OF? = 2 OP? + 2c? 


la relation précédente devient : 
OP? = 2a? — c? 
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ce qui montre que l'ensemble des points P, d’où l'on peut mener 
deux tangentes perpendiculaires entre elles, est le cercle de centre 


O et de rayon R = V/2a? — c?. 


Ce cercle est appelé cercle orthoptique ou cercle de Monge. 


13. Probléme. 


Soit une ellipse de centre O définie par ses foyers F1 et F2 et la longueur 
> P — -> 
2a. M(x, y) est un point quelconque de l'ellipse, u, et u, les vecteurs 
— 


unitaires de F,M et F.M, r, et r leurs mesures algébriques. 
> > 
X, V1 11, U et u, peuvent être considérés comme des fonctions de la 


variable 0 = (u, ug). Utiliser la dérivée de la somme vectorielle : 
——- _ p — — — 
OM = OF: + F1M = OF: + FM 


pour montrer que la tangente à l'ellipse est bissectrice extérieure de l'angle 
FiMFs. 


La somme vectorielle s'écrit : 
— —— > — E 
OM = OF, + rau, = OF, + raus 
que l'on dérive : 
——. E > 3 -> 
(OMY = r'u, + ra u'a = r'a ug + ra u'a 


la relation F1M + F2M = 2a caractéris- 
tique des points de l'ellipse s’écrit : 


r, + r, = 2a 


et en dérivant: r + r'a = 0 
[o CETERIS: 
soit : r, = —Te 


— 
Cette relation montre que les projections orthogonales de (OM) sur 
— — —- 
u, et u, ont des mesures opposées, donc que (OM)' est parallèle à la bissec- 
— => _ > 
trice extérieure de (u,, uo); or on sait que (OMY est porté par la tangente 
à l'ellipse il en résulte que la tangente à l'ellipse est bissectrice exté- 
rieure de FıMF2. 


14. Intersection d’une ellipse et d’une droite. 


L’ellipse est donnée par son cercle directeur (F^) et le foyer F. 


Un cercle passant par F est centré sur la droite (A) si, et seulement si, 
il passe aussi par F1 symétrique de F par rapport à (A) donc s’il appartient 
au faisceau à points de base F et F1. Chercher les points communs à la 
droite (A) et à l'ellipse revient donc à chercher les centres des cercles qui 
sont tangents au cercle (F^) et appartiennent au faisceau. On sait construire 
de tels cercles (n? 17-7). 
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On trace un cercle auxiliaire (C) passant par F et F1 et qui coupe le 
cercle (F^) en I et D. Si les droites FF; et II' se coupent en un point P 
extérieur au cercle (F^), on trace Po, et Po, tangentes à ce cercle : 9, et ër 
sont les points de contact du cercle (F") et des cercles cherchés. Les centres 
Mi et Ma sont les points de (A) alignés respectivement avec F’ et 9, ou PI 


et Po. 


Fig. 14 a. 


Discussion. La construction précédente suppose que 4 conditions 
sont réalisées : 

1) F et F1 sont distincts. 

2) P existe, donc II' et FF; ne sont pas parallèles. 

3) Il existe une ou plusieurs tangentes à (F") issues de P. 

4) F'ọ coupe la droite (A). 

La condition (4) est réalisée si P existe, puisque F'o et (A) sont respec- 
tivement perpendiculaires aux droites sécantes Po et PF. 


La condition (3) est réalisée soit si le point P est sur le cercle (F^) (voir 
3me cas particulier), soit si le point P est extérieur au cercle (F") ce qui a 
lieu si, et seulement si, F1 est intérieur au cercle (F') (voir n? 17-7). 


Dans ce dernier cas, et si les autres conditions sont réalisées, il existe 
deux tangentes Po, et Po, auxquelles correspondent deux points Mı et Ma 
communs à la droite (A) et à l'ellipse. 

ler cas particulier ; (A) passe par F. (fig. 14 b). 

Dans ce cas F et F1 sont confondus. Les cercles (M) appar- 
tiennent au faisceau singulier dont l'axe radical est la perpendicu- 
laire à la droite (A) en F. On détermine le point P à l'aide d'un 
cercle auxiliaire et la construction se poursuit comme dans le cas 
général, mais on remarque que : 
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1) le point P existe sauf si (A) passe en outre par F' ; 

2) le point P est extérieur au cercle (F') car: 

Pi. PI = PF? => P extérieur à IT. 

3) PF = Po, = Po, ce qui donne immédiatement les points 
de contact sur le cercle (P, PF). 


Fig. 14 b. 


2"me cas particulier : IV est parallèle à FF; (fig. 14 c). 


Fig. 14 c. 
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Dans ce cas, les cercles (C), (F') et (M) n'admettent pas de 
centre radical, ce qui n'a lieu que si leurs centres sont alignés. Le 
point de contact d'un cercle (M) et du cercle (F") est alors sur la 
droite des centres (A) ce qui détermine immédiatement les deux 
points de contact o, et pa. Les centres M1 et Mz sont les intersec- 
tions de (A) et des médiatrices de Fo, et Fo, respectivement. 


3me cas particulier : F1 est sur le cercle (E) (fig. 14 d). 


On sait que dans ce cas la droite (A) est tangente à l'ellipse. 
Le point de contact est aligné avec F1 et F’. 


g 


* 


Fig. 14 d. 


15. Intersection d'une hyperbole et d'une droite. 


L'hyperbole (H) est don 
née par son cercle directeur 
(F^) et son foyer F. 


Un cercle passant par F 
est centré sur la droite (A) si, 
et seulement si, il passe aussi 
par Fi symétrique de F par 
rapport à (A), donc s'il appar- 
tient au faisceau à points de 
base F et F1. Chercher les 
points communs à la droite 
(A) et à l'hyperbole revient 
donc à chercher les centres 
des cercles qui sont tangents 
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au cercle (F") et appartiennent au faisceau. On sait construire de 
tels cercles. 


On trace un cercle auxiliaire (C) passant par F et F1 et qui coupe le 
cercle (F^) en I et D. Si les droites FF; et II’ se coupent en un point P 
extérieur au cercle (F^), on trace Po, et Po, tangentes à ce cercle : ç, et o; 
sont les points de contact du cercle (F^) et des cercles cherchés. Les centres 
Mi et M sont les points de (A) alignés respectivement avec F' et ç, ou F" 
et s. 

Discussion. La construction précédente suppose que 4 conditions 
sont réalisées : 


1) F et F1 sont distincts. 

2) P existe, donc II' et FF1 ne sont pas parallèles. 

3) Il existe une ou plusieurs tangentes à (F") issues de P. 
4) F'ọ coupe la droite (A). 


La condition (3) est réalisée soit si le point P est sur le cercle (F^) (voir 
3me cas particulier), soit si le point P est extérieur au cercle (F^) ce qui a 
lieu si, et seulement si, F1 est extérieur au cercle (F") (voir n° 17-7). 


Dans ce dernier cas, et si les autres conditions sont réalisées, il existe 
deux tangentes Di et Pp2 auxquelles correspondent deux points Mı et Me 
communs à la droite (A) et à l'hyperbole, 


ler cas particulier : (A) passe par F (fig. 15 b). 


Dans ce cas F et F1 sont 
confondus. Les cercles (M) 
appartiennent au faisceau 
singulier dont l'axe radical 
est la perpendiculaire à la 
droite (A) en F. On déter- 
mine le point P à l'aide d'un 
cercle auxiliaire et la cons- 
truction se poursuit comme 
dans le cas général, mais on 
remarque que : 


1) le point P existe, sauf Fig. 15 b. 
si (A) passe en outre par F'. 


2) le point P est extérieur au cercle (F') car PI.PI' = PF*?, 


3) PF = Po, = Po; ce qui donne immédiatement les points 
de contact sur le cercle (P, PF). 


2me cas particulier : IT’ est parallèle à FF; (fig. 15 c). 


Dans ce cas les cercles (C), (F^) et (M) n'admettent pas de 
centre radical, ce qui n'a lieu que si leurs centres sont.alignés. 
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Le point de contact d’un 
cercle (M) et du cercle (ET) 
est alors sur la droite des 
centres (A) ce qui détermine 
immédiatement les deux 
points de contact p; et Ga 
Les centres Mj et Ma sont 
les intersections de (A) et 
des médiatrices de Fe, et 
Fo, respectivement. 


3me cas particulier : 
F; est sur le cercle (F'). 
(fig. 15 d). 

On sait que dans ce cas 
la droite (A) est tangente à 
l'hyperbole. Le point de 
contact est aligné avec F1 et 
Fig. 15 d. DN 


4me cas particulier : (A) est parallèle à l’une des droites 
Fe. 

Ceci a lieu si F, F1, P et 9 sont alignés, (fig. 15 e), dans ce cas, 
au point ọ il ne correspond aucun point de l'hyperbole. On sait 
que la droite (A) est alors parallèle à l'une des asymptotes. 


Si de plus Fi est sur le cercle (ET) on sait que (A) est l'une des 
asymptotes de l’hyperbole : les points communs à (A) et à l'hyper- 
bole sont rejetés à l'infini. 
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16. Transformée d'un cercle par polaires réciproques. 


Soient, dans un plan, un cercle (O) de rayon R et un cercle (C). 
Cherchons la transformée (T`) du cercle (C) dans la transformation 
par polaires réciproques de cercle directeur (O). 


À étant un point variable du cercle (C) et (a) sa polaire par 
rapport au cercle (O), la transformée (T) est l'enveloppe de (a) 
(ch. 29, n? 4). 


(C) 


Fig. 16. 


La polaire (a) est perpendiculaire à OA en un point H tel que : 
OH . OA = R2. 

L'ensemble des points H est donc l'inverse du cercle (C) dans 
l'inversion [O, R?]. 
e Si (C) passe par O, l'inverse de (C) est une droite (A). L'en- 
veloppe de (a) est une parabole de foyer O, admettant (A) pour 
tangente au sommet. 
e Si (C) ne passe pas par O, l'inverse de (C) est un cercle (C^). 
L'enveloppe de (a) est une conique de foyer O, admettant (C?) 
pour cercle principal. 

Si O est intérieur a (C), il est aussi intérieur à (C^) : la conique 
cst une ellipse ; 


Si O est extérieur a (C), il est aussi extérieur à (C^) : la conique 
est une hyperbole. 
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Théorème. — Dans une transformation par polaires 
réciproques, la transformée d’un cercle est une conique 
admettant pour foyer le centre du cercle directeur de la 
transformation. 


Remarques. 


19 Un point de la transformée (T) est le pôle par rapport à (O) 
d’une tangente à (C). Donc, si une de ces tangentes passe par O, 
le pôle correspondant est rejeté à l'infini. Ce qui détermine immée 
diatement les asymptotes de (D): ce sont les perpendiculaires 
menées du centre C' sur les tangentes à (C) passant par O. 


29 (C) et (T) étant réciproques, il est immédiat que la trans» 
formée d'une conique par rapport à un cercle directeur centré au 
foyer est un cercle (C). 


EXERCICES 


568. Déterminer le cercle principal d'une conique, connaissant une tangente 
(D), un foyer F et le centre C. 

F et (D) étant donnés, comment faut-il choisir O pour que la conique soit ung 
ellipse, une hyperbole ? Lieu de O pour que la conique soit une hyperbole équi- 
latere. 


569. Ensemble des centres des ellipses tangentes à deux droites données (T) 
et (T^) et admettant pour foyer un point F donné. 

Lieu du second foyer F’. 

Reprendre les mêmes questions dans le cas de l'hyperbole. 


570. Ensemble des centres des ellipses tangentes à une droite (T) donnée, 
admettant pour foyer un point F donné, et dont le grand axe a une longueur donnée 
29, 

Lieu du second foyer F'. 

Reprendre les mêmes questions dans le cas de l'hyperbole. 


571. Construire une ellipse (on indiquera les foyers et un cercle directeur) t 

19 On donne un foyer F, un point M de la courbe, les longueurs 2a et 2b des 
axes. 

29 On donne un foyer F, une tangente (T) et les longueurs 2a et 2b des axes, 

39 On donne les foyers F et F' et une tangente (T). 

49 On donne un foyer F, deux tangentes (T) et (T7) et l'excentricité e. 

59 On donne un foyer F, une tangente (T) le point de contact M et l'excentrl« 
Cité e. 

Reprendre les mémes questions dans le cas de l'hyperbole. 


572. Construire une ellipse (ou une hyperbole). On indiquera les foyers et un 
cercle directeur. 


19 On donne le cercle principal, et deux tangentes (T) et (T). 
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20 On donne le foyer F, deux tangentes (T) et (T^) et le point de contact M de 
l'une d'elles. 

3e On donne un foyer F, une tangente (T), son point de contact M et l'une des 
iongueurs 2a ou 2c. 

49 On donne le foyer F, une tangente (T), la direction de l'axe focal et la lon- 
gueur 2a. 


573. Construire une ellipse (on indiquera les foyers et un cercle directeur) 
19 On donne un foyer F et trois tangentes (T1), (Ta) et (Ta). 

29 On donne un foyer F, deux tangentes (T1) et (T2) et un point M. 

30 On donne un foyer F, une tangente (T) et deux points M et M’. 

49 On donne un foyer F et trois points Mi, M2, Ms. 

Reprendre les mêmes questions dans le cas de l'hyperbole. 


574. Construire une ellipse (indiquer les foyers et un cercle directeur) 


19 On donne une extrémité B du petit axe, un foyer F et une tangente (T). 
29 On donne une extrémité B du petit axe, un foyer F et un point M. 


575. La normale à une ellipse en un point M coupe l'axe focal en N. F étant l'un 
des foyers, montrer que les distances FN et FM sont dans un rapport constant quand 
M décrit l'ellipse. 


576. Les rayons vecteurs MF et MF' d'un point quelconque M d'une ellipse 
coupent en P et P’ la parallèle à la tangente en M menée par le centre O. Montrer que 
FP = F'P'. 


577. La perpendiculaire menée par le centre O d'une ellipse à la tangente en 
un point M de cette courbe coupe les rayons vecteurs MF et MF’ aux points P et P”, 
Ensembles des points P et P”. 


578. On projette orthogonalement le foyer F d'une ellipse en P et Q sur la 
tangente et la normale en un point M quelconque de cette ellipse. Montrer que la 
droite PQ passe par un point fixe. 


579. Construire un triangle ABC de périmétre 2p connaissant la base BC et le 
pied de la bissectrice intérieure AD de l'angle A. 


580. On mène les tangentes à l'ellipse aux extrémités d'une corde focale 
MF'M' ; ces tangentes se coupent au point T et rencontrent l'axe non focal aux 
points Q et Q’. Montrer que le cercle circonscrit au triangle TQO' passe par le 
second foyer. 


581. La tangente et la normale en un point M d'une ellipse coupent respecti- 
vement l'axe focal en T et N, l'axe non focal en T' et N'. 

19 Montrer que le cercle MT'N' passe par les foyers. 

29 Montrer que les cercles (MTN) et (MT'N^) sont orthogonaux. 


582. Le sommet d'un angle de grandeur constante FMN = œ décrit un cercle 
fixe (O) tandis que le cóté MF passe par un point fixe F. Enveloppe du second cóté 
MN. On distinguera plusieurs cas suivant la position du point F. 


583. Enveloppe des cótés d'un triangle inscrit dans un cercle fixe ayant pour 
orthocentre un point fixe H intérieur au cercle. Même question si H est extérieur 
au cercie. 
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584. Enveloppe des cordes d'un cercle qui sont vues d'un point fixe sous un 
angle droit. On distinguera deux cas suivant la position du point fixe. 


585. On donne une ellipse de centre O, d'axes 2a et 2b. On considére un 


point M de la courbe d'ordonnée PM. La tangente à l'ellipse en M coupe le grand 
axe en T et le petit axe en T', la normale à l'ellipse en M coupe ces axes en N et N' 
respectivement. Calculer, en fonction des éléments de l'ellipse et des coordonnées 


x et y du point M, les valeurs ON, ON', OT, OT' et PN. 


586. La tangente en M à une hyperbole rencontre l'axe non focal en P. Ca 
point P se projette en Q et Q’ sur les rayons vecteurs MF et HEI, 

19 Comparer les segments QF et Q'F'. 

29 Montrer que la droite QQ’ passe par un point fixe quand M varie sur 
l'hyperbole. 


587. Déterminer les foyers d'une hyperbole connaissant ses asymptotes et un 
point. 


588. On considére les ellipses E qui admettent pour foyer un point donné A, 
pour longueur du grand axe une longueur donnée 2a, et qui sont tangentes à une 
droite donnée D. 

19 Lieu du second foyer F. 

29 Déterminer celles des ellipses E qui passent par un point donné M. Discuter 
suivant les positions de M le nombre de solutions. Sur quelle courbe U autre que 
E doit se trouver M pour que le problème n'ait qu'une solution ? 

3e Vérifier que si M est sur U,l'ellipse E qui passe par M est tangente en ce 
point à U. 

49 Déterminer celles des ellipses E qui sont tangentes à une droite donnée L, 
Discuter suivant la position de L (ou si l'on veut du symétrique de A par rapport à 
L). A quelle courbe doit être tangente L pour que le problème n'ait qu'une solution ? 


589. Étant donnés un cercle (C) et un point fixe A intérieur à ce cercle, on 
prend un point variable M sur ce cercle. 


19 Enveloppe de la médiatrice de AM. 

29 AM coupe le cercle en un deuxième point M’. Enve loppe de la médiatrice 
de AM'. Comment sont disposés les points de contact des médiatrices de AM et de 
AM' sur leur enveloppe ? 

3e On considére sur le cercle un point N tel que l'angle des rayons AM et AN 


3v 
soit égal à + >` Les médiatrices des segments AM et AN se coupent en un point P 


dont on demande le lieu géométrique. 
49 La perpendiculaire abaissée de A sur MN coupe celle-ci en un point Q dont 
on demande le lieu. Déterminer l'enveloppe de la droite MN. 


590. Soient deux points fixes A et B distants de d. On considère les ellipses E 
passant par B, de foyer A, de grand axe 2a constant (2a > d). 

19 Lieux du deuxiéme foyer F de ces ellipses et du centre de gravité du triangle 
ABF. Où doivent se trouver les foyers de deux ellipses E se coupant en B à angle 
droit ? 

29 Soit C le deuxiéme point de rencontre de l'ellipse E et de BF. Démontrer 
que le lieu de C est une ellipse de foyer A et que la tangente en C à cette ellipse est 
la méme que-la tangente en C à l'ellipse E. 
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3e Déterminer les ellipses tangentes à une droite D. Discuter. Démontrer que 
les droites D tangentes à deux ellipses E se coupant en B à angle droit sont tangentes 
à une ellipse de foyers A et B. 

49 On suppose a = d. Soit 2a l'angle de la tangente BT en B à l'ellipse E avec 
AB. Calculer, en fonction de tg œ, le rayon du cercle inscrit dans le triangle ABF et 
étudier ses variations quand œ varie de 0 à x/4. (Alger, 1947.) 


591. On considère un cercle (C) de centre O et de rayon R, un diamètre Ox de 
ce cercle et deux points F et F' situés sur la circonférence et symétriques par rap- 
port à Ox. 

19 Si A est le milieu de FF', montrer que le lieu des points M du plan tels que 


MA? = MF.MF' 
est une conique (y) de foyers F et F'. Quelle est la nature de cette conique ? 
29 Soit M un point de (y) non situé sur Ox et tel que la normale à (y) en M passe 
par O. Montrer que les quatre points M, O, F et F' sont sur un méme cercle (C^). 
Calculer OM à l'aide du théoréme de Ptolémée. 
39 En déduire que la conique (y) reste tangente à un cercle fixe, quand F et F' 
se déplacent sur (C) et restent symétriques par rapport à Ox ? (Rennes, 1934.) 


592. 19 On considére l'hyperbole équilatère d'équation x? — y2 = a2. 
Montrer que, si A et A' sont les sommets, m la projection de M sur AA', cette hyper- 


29 On considére un cercle (C) de centre C, qui varie en passant constamment 
par deux points fixes A et A’. O est le milieu de AA. Soit MM’ le diamètre du cercle 
(C) paralléle à AA'. Trouver le lieu (H) des points M et M' lorsque (C) varie. 

39 Soit Q le pôle de AA par rapport au cercle (C). Montrer que le cercle (T) 
circonscrit au triangle QMM' passe par le symétrique Q' de O par rapport à C. 

En déduire que le cercle (T) coupe la droite AA' en deux points F et F’ tels que 
OF = OF = OA 42. 

Que représentent pour (H) les points F et F” et la droite MQ ? 

49 Montrer que MQ et MO forment avec les paralléles aux asymptotes de (H) 
menées par M un faisceau harmonique. 

En déduire que la tangente en M à (H) coupe les asymptotes en deux points 
symétriques par rapport à M. (Strasbourg, 1948.) 


593. Soit l'hyperbole équilatére (H) dont l'équation est 
Xy = k (k > 0). 

19 Exprimer, en fonction des abscisses a, b, c, d, de quatre points A, B, C, D de 
cette hyperbole, la condition pour que les cordes AD et BC soient orthogonales ; 
de ces quatre points, l'un quelconque est alors l'orthocentre du triangle formé par 
les trois autres ; si une hyperbole équilatére passe par les trois sommets d'un 
triangle, elle passe par son orthocentre ; si un triangle rectangle est inscrit dans une 
hyperbole équilatére, la hauteur relative à l'hypoténuse est tangente à cette hyper- 
bole au sommet de l'angle droit. 


29 Cette derniére propriété raméne la construction des intersections d'une 
hyperbole équilatére et d'un cercle ayant une de ses cordes BC pour diamétre à la 
construction de tangentes de direction donnée à cette hyperbole. Rappeler, sans 
démonstration, les conditions de possibilité. De deux cercles ayant pour diamétres 
des cordes BC et AD rectangulaires de cette hyperbole, un seul, celui de diamétre 
BC par exemple, la coupe en deux autres points T' et T" diamétralement opposés 
sur cette hyperbole. Former l'équation qui donne les abscisses t', t" de ces points 
en fonction des abscisses b, c de B et C ; discuter. 
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3 Si D est l'orthocentre d'un triangle ABC, les cercles de diamètres BC et AD 
sont orthogonaux. 

40 On considère les deux familles de cordes de (H) respectivement parallèles 
à deux directions fixes rectangulaires. Démontrer que les cercles ayant pour dias 
mètres les cordes de l'une des familles ont même axe radical. Préciser la disposition 
relative des deux familles de cercles. En déduire que, si un triangle ABC, d'orthos 
centre D, est inscrit dans une hyperbole équilatére, le centre de celle-ci est sur le 
cercle de diamètre IJ (I milieu de BC, J milieu de AD) qui passe par les pieds des haus 
teurs du triangle. (Aix-Marseille, 1951,) 


594. 19 Soit une ellipse ayant le point F pour foyer et le cercle (C) pour cercle 
directeur relatif au foyer F'. Montrer que la condition le petit axe a pour longueur 2b 
équivaut à celle-ci la puissance de F par rapport a (C) a la valeur — 4b2. 

29 On considére dans la suite les ellipses (E) qui admettent le point F donné pour 
foyer, la longueur 2b donnée pour longueur de petit axe et qui passent par un point 
donné P. Le second foyer F' et le cercle directeur (C) sont alors variables. 

Montrer que le cercle (C) reste tangent à un cercle fixe (I) et, par inversion, 
qu'il reste aussi tangent à une droite fixe (A) qu'on précisera. 

Tout cercle tangent à la fois à (T) et (A) est-il le cercle directeur d'une ellipse 
(E)? 
Quel est le lieu du second foyer F' des ellipses (E) ? 

30 Parmi les ellipses (E), quelle est l'ellipse (Em) dont la longueur 2a du grand 
axe est minimale ? Évaluer l'excentricité e de (E m) en fonction de b et de la longueur 
PF = x > 0. 

Peut-il y avoir un cercle parmi les ellipses (E) ? 

40 Étudier la variation de la fonction y = e(x) quand x croit de 0 à + oo, 
b restant constant. Tracer la courbe représentative de cette variation. 

Montrer que si À est un nombre compris entre 0 et 1, la fonction y prend la 
valeur À pour deux valeurs positives x, et x, de la variable x ; quelle relation indé« 
pendante de À existe-t-il entre x; et x, ? 


CHAPITRE 34 


CONIQUES 
ET AFFINITÉ ORTHOGONALE 


1. Ellipse homologue du cercle principal. 


L'équation de l'ellipse 
rapportée à ses axes est : 

x? 2 
mig 

L’équation du cercle 
principal rapporté aux 
mêmes axes est : 

x? + y? = aš. 

A tout x pris dans l'inter- 
valle (— a, a) il corres- 
pond deux points de l’ellipse, 
dont les ordonnées sont : 


b => 
y= + = A/aà = x? 
et deux points du cercle principal dont les ordonnées sont : 
y = + V q? — x? 
ceci montre que l’ellipse est l’homologue de son cercle prin- 


cipal dans deux affinités orthogonales d'axe A'A et de 
rapport + bla ou — b/a. 


2. Ellipse homologue du cercle secondaire. 


L'équation de l'ellipse rapportée à ses axes est : 
q P ppo 


SE 
a? b? 


l'équation du cercle secondaire, de centre O, de rayon b rapporté 


aux mêmes axes est: x? + y? = hi, 
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A tout y pris dans l'intervalle (— 5, b) il correspond deux 
points de l’ellipse dont les abscisses sont : 


x = + zv b2 — yà 
et deux points du cercle secondaire dont les abscisses sont : 
x = + Vb?— y. 


Ceci montre quel'ellipse 
est l’homologue de son 
cercle secondaire dans 
deux affinités orthos 
gonales d'axe B'B et 
de rapport + b/a ou 
— bja. 


3. Projection d'un cercle sur un plan. 


Soit, dans un plan (x) un cercle (C) de centre O, de rayon R, 
que l'on projette sur un plan (x) qui passe par O, coupe le cercle 
(C) en Ai et A, et fait avec le plan (x) un angle aigu a. 


On rapporte les plans (x) et (x) à des repères orthonormés 
d'origine O, dont l'axe x'x passe par A et A’, dont les axes, y',y, 
dans le (7,) et y'y dans le plan (x), sont orientés de telle sorte que 
M, € (x) et sa projection orthogonale M sur le plan (x) aient des 
ordonnées de méme signe. 

Un point M,(x;, Yı) a donc pour projection le point M(x, y) 
tel que Í x = x; 

y = yı COS a. 

Le point M appartient au cercle (C) si ses coordonnées vérifient 
l'équation : 

x? + yj = R? 


ce qui entraine la relation : 


2 
x? + — =R? 


cos? a 
2 2 
| x y 
soit : — d j 
R2 + R? cos x 


LES CONIQUES 477 


Cette équation montre que l’ensemble des points M est l’ellipse 
dont le grand axe est A'A et dont le petit axe a pour longueur 
2R cos a. 


Si l'on projette le cercle (C) sur un plan (x) ne passant pas par 
O, il existe un plan (x) passant par O et parallèle à (z) ; les projec- 
tions du cercle (C) sur ces deux plans sont homologues dans une 
translation, donc sont égales. 


Il en résulte que la projection orthogonale d'un cercle 
sur un plan est en général une ellipse. 


Cette ellipse se réduit à un segment si les plans sont perpen- 
diculaires ; elle est un cercle égal au cercle (C) si les plans sont 
paralléles. 


4. Aire de l'ellipse. 


On a établi dans le cours de première que l'aire de la projection 
d'un polygone plan sur un plan est égale au produit de l'aire de ce 
polygone par le cosinus de l'angle du plan du polygone et du plan 
de projection. 

Cette propriété reste vraie dans le cas d'un polygone dont le 
nombre de cótés augmente indéfiniment, et à la limite pour un 
cercle (P) de rayon a, dont la projection est une ellipse (E) de demi- 
axes a et b, l'angle « du plan du cercle et du plan de l'ellipse étant 
défini par cos œ = b/a. 


On obtient : Aire(g) = Aire(p. cos œ 
: A 
Aire) = na?. P 


Aire(g) = tab. 


L'aire d'une ellipse de demi-axes a et b est égale à 
tab. 
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5. Construction de l'ellipse. 


On donne le cercle principal, l'axe A'A et la longueur 5. On 
peut placer les sommets B et B' et, sur le cercle principal, leurs 
homologues B; et B'1 dans l'affinité (AA, ajb). 

À tout point M; du cercle principal, on peut faire correspondre 
un point M de l'ellipse par l'une des constructions suivantes : 

1) BıMı coupe l'axe A'A en I; M est l'intersection de IB 
(homologue de IB;) et de uM, perpendiculaire à AAT (fig. 5 a). 

2) On trace le cercle (O, b) qui coupe OM, en N. M est 
l'intersection de la parallèle à AA’ issue de N et de uM, perpen- 
diculaire à AA' (fig. 5 b). 

En effet, les paralléles déterminent les rapports : 

QM. E 
uM; ON a 
ce qui montre que M est l'homologue du point Mi. 


Fig. 5 b. 


6. Intersection d'une ellipse et d'une droite. 


L'ellipse est donnée par son cercle principal (P) et ses axes 
A'A et B'B. 


On peut construire la droite (D1) homologue de la droite (D) 
donnée dans l'affinité orthogonale (A'A, ajb) qui transforme 
l'ellipse en son cercle principal (P). 


S'il existe des points communs à l'ellipse et à la droite (D), ils 
ont pour homologues les points communs au cercle principal (P) 
et à la droite (Di). 
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Exemple, sur la figure, la droite (D1) coupe le cercle (P) en M: 


et MI, ; les points M et MI cherchés sont déterminés sur la droite 
(D) par uM, et uM", respectivement. 


Fig. 6. 


7. Tangentes issues d'un point donné. 


L'ellipse est donnée par son cercle principal et ses axes A'A 
et B'B. 


On peut construire T; homologue du point T donné, dans 
l'affinité orthogonale (A'A, a/b) qui transforme l'ellipse (E) en son 
cercle principal (P). (La figure utilise la droite TB et le point 


BARN 
EP 


Fig. 7. 
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Les tangentes cherchées, si elles existent, ont pour homologues 
les droites issues de T1 et tangentes au cercle (P). Les points de 
contact sont homologues. 


Exemple, sur la figure, il existe deux droites T3M; et TiM'i 
tangentes au cercle (P), elles coupent l'axe d'affinité en J et J'. Les 
tangentes cherchées sont TJ et "TI ; les points de contact sont M 
et MI situés sur yM; et u/M', respectivement. 


Il y a deux, une ou zéro tangentes suivant que le point Tı est 
extérieur au cercle (P), sur ce cercle ou à l'intérieur de ce cercle, 


8. Tangentes parallèles à une direction donnée (8). 


L'ellipse est donnée par ses axes A'A et B'B. 


On construit l'homologue (9,) de la direction (ë) dans l'affinité 
orthogonale (A'A, a/b) qui transforme l'ellipse en son cercle prin- 
cipal (P). 

Sur la figure, BI, parallèle à (3), a pour homologue Bil qui 
détermine la direction (8). 


Les tangentes cherchées ont pour homologues les droites paral- 
lèles à (8,) et tangentes au cercle (P). Les points de contact sont 
homologues. 
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Sur la figure, les droites JM; et J'M'1 sont parallèles à (8,) et 
tangentes au cercle (P). Elles coupent l'axe A'A en J et J' qui sont 
des points doubles. JM et J'M' sont les parallèles à (3) issues de J 
et J’. Les points de contact M et M’ sont respectivement sur uM, 
ct Mi. 


9. Segment dont les extrémités glissent sur deux axes perpendiculaires. 


Soient un segment PQ de longueur constante (a + b) et un point M de 
ce segment tel que QM = a, MP = b. Les points P et Q glissent respecti- 
vement sur des axes x'x et y'y perpendiculaires entre eux (fig. 9 a). 


—— —— 
Le point Mı tel que OM; = QM décrit le cercle de centre O et de 
rayon a. 


Les droites M1M et OQ sont parallèles, donc M1M est perpendicu- 
laire à x'Ox en un point u. 


Une homothétie de centre u. donne les rapports : 


Fig. 9 a. Fig. 9 b. 


Il en résulte que le point M est l'homologue du point Mı dans l'affi- 
nité orthogonale (x'x, — b/a) donc que le point M décrit une ellipse dont 
l'axe A'A = 2a est porté par x'x, et l'axe B'B = 2b est porté par y'y. 


On construit sur ce principe des appareils appelés « ellipsographes » 
destinés au tracé des ellipses. 


Si le point M aligné avec P et Q est extérieur au segment PQ et tel que 


OM = a, PM = b, les résultats subsistent, mais le rapport d'affinité est 
+ b/a (fig. 9 b). 


16 
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10. Segments déterminés sur une sécante par 
une hyperbole équilatère et ses asymptotes. 


Soit une hyperbole équilatère rapportée à 
ses asymptotes, dont l'équation est xy — a2/2. 


Une sécante coupe l'hyperbole en deux 
points M et M' dont les projections sur les axes 
sont P et P', Q et Q' respectivement (voir figure). 
On aura : 


PM . QM = P'M'.Q'M' 
e PM QM o 
soit £ — == s, i 
PM OM Fig. 10 a. 
N et N' étant les intersections de la droite (D) et des axes, les parallèles 
donnent les rapports : 


donc, avec (1) : 


ce qui entraîne: | ———————— = —————— ou = = 


et enfin : NM = M'N' 
Cette relation montre que les segments MM et NN" ont méme milieu. 


Conséquences. 


1) Si une sécante (D) se déplace 
parallèlement à une direction fixe, 
les milieux I des segments MM' se 
correspondent deux à deux dans des 
homothéties de centre O, donc sont 
alignés avec le point O. 


Les milieux des cordes paral- 
léles à une direction donnée appar- 
tiennent à une droite (A) passant 
par le centre de l'hyperbole. 


2) La propriété reste valable 
si M et M' sont confondus, c'est-à- 
dire si la droite (D) est tangente à 
Phyperbole: le point de contact 
appartient à la droite (A) et il est le 
milieu du segment NN'. 


Ke 3) L'ensemble des points I, mi- 
Y' Fig. 10 b. lieux des cordes parallèles à la direc- 
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tion donnée, est la réunion de deux demi-droites portées par (A), inté- 
rieures à l'hyperbole, ayant pour origine les points de contact des tangentes 
paralléles à la direction donnée. 


11. Aire du triangle déterminé par une tangente variable 
et les asymptotes de l'hyperbole équilatére. 


Si la droite (D) reste tan- 
gente à l'hyperbole et varie 
en direction, l'aire du 
triangle ONN' est : 


Aire ONN = > ON.ON 


le point de contact T(x, y) 
étant le milieu de NN', on a 


x = 3 ON et y = 5 ON 

et puisque T appartient à 
2 

lhyperbole, xy = E 


2 
par conséquent : Fig. 11. 


aire ONN' = aš. 


L'aire du triangle déterminé par une tangente variable 
et les asymptotes de l'hyperbole équilatére est constante 
et égale à a?. 


y 
12. Hyperbole homologue 


d'une hyperbole équilatére. 


Soit (H) une hyperbole rap- 
portée à ses axes ; son équation 
est 


Il existe une hyperbole 
équilatère (Hi) ayant mêmes 
sommets À et A', et dont 
l'équation est 


x? — y? = a?, 
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A toute valeur de x, extérieure à l'intervalle (— a, a) il 
correspond : 


e deux points M et M’ de l'hyperbole (H) dont les ordonnées 
sont : 


RR = 


e deux points M; et M'i de l'hyperbole (H1), dont les ordon- 
nées sont : y1 =+ Var _ a 


ces relations montrent que l'hyperbole (H) est l'homologue de 
(Hi) dans deux affinités orthogonales d'axe A'A et de rapport 


PNE A 
a 


a 


13. Conséquences. 


Les propriétés qui ont été établies pour une hyperbole équilatére et qui 
sont conservées dans l'affinité orthogonale sont vraies pour toute hyperbole, 
en particulier : 


1) les segments déterminés sur une sécante par une hyperbole et ses 
asymptotes ont méme milieu ; 


2) les milieux des cordes paralléles à une direction donnée (D) sont 
alignés sur une droite (A) passant par le centre de l'hyperbole. 


3) les points de contact des tangentes parallèles à la directión (D) sont 
sur cette droite (A). 


Les aires de deux triangles homologues dans une affinité orthogonale 
sont dans le rapport d'affinité, par conséquent : 


4) l'aire du triangle déterminé par une tangente à l'hyperbole et par les 
asymptotes, est constante et a pour mesure ab. 


Fig. 13 a. Fig. 13 b. 


LES CONIQUES 485 


14. Équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. 


On oriente les asymptotes de façon que l'abscisse et l'ordonnée d'un 
point M de l'hyperbole aient méme signe. 


Soient N et N' les intersections des asymptotes et de la tangente au 
point M, P la projection de M sur l'axe siv parallèlement à y'y, et P’ la pro- 
Jection de M sur l'axe y'y parallélement à la direction x'x. 


On connait deux expressions de l'aire du triangle ONN' 
1 
aire ONN' — 2 ON ONT sin jn = ab 
; a 
or sin & = — et cos x — — ; 
c 


` S 2ab 
donc sin 2« = 2 sina cosa = KC 
€ 


M étant le milieu de NN', on aura : 
= d 
OP = x = -ON 
TD 


OP -,-;0N 


on obtient : 2ab 
aire ONN’ = —.2x.2y — = ab 
2 c? 


c 
soit : xy = — 
4 


qui est l'équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. 


15. Produit des distances d'un point de l'hyperbole aux asymptotes. 


H et H' étant les projections du point N sur les axes x'x et y'y, on aura : 
HM = PM sin 2« et H'M — P'M sin 2« 


donc : HM.H'M = PM.P'M sin? 2« 
2 2ab 
avec PM.P'M = xy = = et sin 2a = —— 
4 c 
a?b? 


on obtient : HM.H'M = —. 


Le produit des distances d'un point de Phyperbole aux asymp- 


a2b? 
totes est constant et a pour valeur 


On remarquera que l'ensemble des points dont le produit des distances 
à deux droites sécantes est constant, est la réunion de deux hyperboles 
admettant ces droites pour asymptotes. 
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EXERCICES 


595. La tangente en un point M quelconque d'un cercle (O) coupe en A' et Bi 
les tangentes aux extrémités A et B d'un diamétre de ce cercle. Montrer que 
l'ensemble des points communs aux droites AB' et A'B est une ellipse. 


596. M étant un point mobile d'un cercle (O) de diamètre AB, on trace le 
cercle de centre M tangent à AB en H et coupant le cercle (O) aux points D et E, 

Montrer que l'ensemble des points P communs aux droites MH et DE est une 
ellipse. 


597. On donne une ellipse de grand axe AA' et un point M variable de cette 
ellipse. Montrer que l'ensemble des points H, orthocentres des triangles AMA”, est 
une ellipse. 


598. On donne, dans un plan, un cercle (O) et une droite (D). Un point M 
quelconque de (O) se projette en H sur (D). Montrer que l'ensemble des milieux ! 
des segments MH est une ellipse. 


599. On donne dans un plan deux points fixes A et B, et un point M quelconque 
qui se projette en H sur la droite AB. Montrer que l'ensemble des points M tels que : 
HM? 


——— = — k? (k nombre relatif donné) est une ellipse. 
HA.HB 
600. Construire une ellipse (on déterminera les sommets) 


19 On donne le grand axe AA' et un point de l'ellipse. 
29 On donne les axes de symétrie et deux points M et M’ de l'ellipse. 


601. Construire une ellipse (on déterminera les sommets) 
1€ On donne les axes de symétrie et deux tangentes. 
29 On donne le grand axe AA' et une tangente. 


602. Deux tangentes PM et PM' à une ellipse de centre O se coupent en P. 
Montrer que la droite PO est médiane du triangle PMM’. 


603. On donne une ellipse de grand axe AA' et une corde MM' quelconque 
de cette ellipse. Montrer que les droites AM' et A'M, AM et A'M' se coupent sur 
une méme perpendiculaire à AA’. 


604. Transformer, par affinité orthogonale, les propriétés suivantes du cercle : 

19 Un diamètre d'un cercle divise en deux parties égales les cordes qui lui sont 
perpendiculaires. 

29 Si un point C du cercle se projette orthogonalement en M sur un diamètre 


AB, la relation AM.MB — MC? est vérifiée. 
39 Si deux rayons rectangulaires se projettent orthogonalement en OM et ON 
sur un diamètre AB, la relation OM? = AN.NB est vérifiée. 


605. La tangente et la normale en un point M d'une ellipse coupent les axes 
de cette ellipse respectivement en T et T', N et N'. Si OP est un demi-diamètre 
paralléle à TT', 


montrer que la relation MN.MN' = — MT.MT' = OP2 est vérifiée. 
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606. Montrer qu'il existe une infinité de triangles inscrits dans une ellipse 
donnée et admettant le centre de cette ellipse pour centre de gravité. Montrer 
que tous ces triangles sont circonscrits à une même ellipse et ont même aire. 


607. On donne une ellipse de grand axe AA', de petit axe BB', et un point M 
quelconque de cette ellipse. La paralléle à BB' issue de M coupe le cercle principal 
en P et P4 ; la parallèle à AA’ issue de M coupe le cercle secondaire en P’ et P^. 

19 Montrer que le centre O, les points Pa et P'1 sont alignés. 

29 Montrer que l'axe radical des cercles de diamètres PP’ et Pub est la tan- 
gente en M à l'ellipse. 


608. Entre les asymptotes d'une hyperbole équilatére, inscrire une tangente 
PQ de longueur donnée 21. 


609. Enveloppe d'une droite mobile MN qui détermine avec deux droites fixes 
un triangle OMN tel que OM.ON = k (k nombre arithmétique donné). 


610. A) Une tangente à un cercle de rayon R rencontre respectivement en T 
et T' les tangentes aux extrémités C et C' du méme diamètre, Démontrer la relation 


: CT.CT' = R2. 
Enoncer et démontrer la proposition réciproque. 


B) Soient A et A' les extrémités du grand axe d'une ellipse, B ei B' les extré- 
mités du petit axe. On pose AA’ = 2a et BB' = 2b. 


19 Une tangente à l'ellipse rencontre respectivement en M et M', N et N', les 
tangentes en A, A', B, B' à cette ellipse. En utilisant la propriété établie dans la 
.question A, démontrer que l'on a 

AMAM' = be. 

Réciproque. 

29 Les points N et N’ sont conjugués harmoniques par rapport à M et M’ et 
l'on a 

BN.B'N' = a, 

Réciproque. 

30 F étant l'un des foyers de l'ellipse, démontrer que les droites FM et FM’ 
sont rectangulaires et que ce sont les bissectrices des droites FN et FN’, Réciproque. 

(Bordeaux.) 


611. Une ellipse a ses axes de symétrie de longueur 2a et 2b portés respecti- 
vement par les axes de coordonnées Ox et Oy. 


19 Rappeler, sans démonstration, comment on peut déduire la tangente en un 
point M de l'ellipse de la tangente en un point m de méme abscisse du cercle ayant 
pour diamètre le grand axe de l'ellipse. Rappeler, sans démonstration, comment on 
peut déduire la tangente en M à l'ellipse de la tangente en un moint m' de méme 
ordonnée du cercle ayant pour diamétre le petit axe de l'ellipse. 


La tangente à l'ellipse au point d'abscisse x, d'ordonnée y, coupe Ox en T. Oy 
en T'. Démontrer les formules 
a b2 


OT = OTT =— 
x 


20 Calculer en fonction de x le carré de la longueur TT’. Étudier la variation de 


TI'2 = u en fonction de v = x? ; en déduire la variation de TT’ en fonction de x 
quand x varie de O à a. Construire le point M correspondant à la longueur minimale 
de TT’, 
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30 On considère l'ellipse comme engendrée par un point M fixe sur un segment 
de droite UV de longueur constante dont les extrémités U et V décrivent respectie 
vement Ox et Oy. Déterminer la position de la droite UV pour laquelle eile est 
tangente à l'ellipse. (Sao Paulo, 1949.) 


612. On donne une ellipse de grand axe AA’ = 2a, de petit axe BB' = 2b, 
D'un point C de la droite A'A on mène une tangente CD à l'ellipse et la tangente 
CD' au cercie principal, du même cóté que CD par rapport à A'A, Soient M et M' 
les points de contact de ces tangentes respectivement avec l'ellipse et le cercle 
principal, et D et D’ les points de rencontre des tangentes avec ia droite BB’, 
Soient ç et ei les angles aigus que font respectivement ces tangentes avec AA, 


19 Trouver la relation qui lie tg o et tg +’. 


29 Trouver, en fonction de a et ei, l'aire du triangle OCD' et l'aire du triangle 
OCD en fonction de a, b et ç. 


30 Étudier ia variation de l'aire OCD quand q varie. Construire la tangente CD 
qui correspond au minimum de l'aire OCD. 

49 F et F' désignant les foyers de l'ellipse, calculer les angles F et F” du triangle 
MFF’, dans le cas où l'aire du triangle OCD est minimale. (Egypte, S 51.) 


613. Onconsidére le cercle (C) de diamétre A'A — 2a et de centre O. A tout 
point M1 de (C) projeté orthogonalement en H sur A'A, on associe le point M du 


segment HM; tel que HM? = 2 HM2. 

19 Connaissant M; et la tangente en Mı à (C), donner une construction géomé- 
trique de M et du point T oü la tangente en M au lieu (E) de M rencontre A'A. 

La tangente MT coupe en S la perpendiculaire en A à A'A. Montrer que OS 
passe par le milieu de AM. Construire le pôle, Hi, de MT par rapport au cercle (C)... 


Établir que le rapport HM1/HM' garde une valeur constante et que la tangente en 
M' au lieu (E) de M’ est la polaire de M par rapport à (C). 

Écrire les équations de (E) et (E) lorsque le diamètre A'A est pris pour axe 
Ox et le diamétre perpendiculaire pour axe Oy. Placer soigneusement sur la figure 
les sommets et les foyers des ellipses (E) et (E'). 

29 On prend sur la tangente (D) en A au cercle (C) un point variable P. Soient 
L ie point où PA' rencontre à nouveau le cercle (C) et K la projection orthogonale 
de L sur A'A. La droite AI, qui joint A au milieu | de KL, coupe A'P en M et la droite 
AL coupe en M’ la perpendiculaire MH à A'A. 

2 


Montrer que le rapport HAHA: reste constant quand P décrit (D). Quelie est 


la valeur de cette constante ? En déduire les lieux géométriques (E) et (E') de M et 
M’ et les identifier avec ceux trouvés au 19. 

39 Trouver le lieu du point d'intersection Q de AM et A'M’. Construire le 
póle S de AL par rapport au cercle (C) et montrer que OS passe par le milieu de AM. 
En déduire ie lieu de rencontre de la tangente en L au cercle (C) et de la tangente 
en Mau lieu de M. (Alger, 1955, partiel.) 


614. On donneun repére orthonormé x'Ox, y'Oy et le cercle (O) de centre O 
et de rayon R. 

19 On appelle cercle (C) tout cercle ayant pour diamétre une corde quelconque 
PQ du cercle (O) ; on appelle C le centre d'un tel cercle, p son rayon. 

Montrer qu'un cercle (C) est caractérisé par cette propriété : la puissance de 
son centre C par rapport au cercle (O) est — p2. 

29 On suppose dans toute la suite du probléme que le centre C appartient à 


x'Ox et l'on pose OC = à. 
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a) Former l'équation qui détermine À quand (C) passe en un point donné S, de 
coordonnées x, y. Montrer que le probléme admet une solution unique si S appar- 
tient à une ellipse (E) qu'on obtiendra par son équation, et dont on précisera les 
sommets et les foyers. Dans quelle région, limitée par l'ellipse, doit se trouver S 
pour que le probléme admette deux solutions ? 


b) On se place dans le cas oü le probléme admet deux solutions C4 et Co 
d'abscisses À, et À,, et on demande que les cercles (C1) et (C2) soient orthogonaux 
en S : former l'équation de l'ensemble des points S correspondants et préciser la 
nature et les éléments de cet ensemble. 


30 Parmi les cercles (C) dont le centre C est sur x'Ox, on se borne désormais à 
ceux qui, en outre, coupent y'Oy. 

a) Préciser l'ensemble des centres C de ces cercles ; 

b) Soient l et J les points où (C) coupe y'Oy, U et V les symétriques de! et J par 
rapport au diamètre PQ, U’ et V’ les points où les segments IU et JV coupent res- 


pectivement le cercle (O) ; montrer que IU et IU' gardent un rapport constant ; 
reconnaitre l'ensemble des points U et V. 
c) Montrer que les tangentes en U à (C) et en U' à (O) se coupent sur y'Oy ; 
quelle propriété en résulte-t-il pour les cercles (C) de cette troisiéme partie ? 
(Métropole, 1963.) 


615. Un plan (V), que l'on prendra comme plan 
de figure, est rapporté à deux axes perpendiculaires 
y'Oy, z'Oz, le demi-axe Oy étant dirigé vers la droite. 


l étant un point fixe de Oz, défini par OI = R (R > 0) 
on désigne par (T) le cercle de centre Ï et de rayon R 
et par (S) la sphére admettant ce cercle pour grand 
cercle ; dans le plan (P) tangent à (S) en O, on trace un 
axe x'Ox perpendiculaire à y'Oy (voir figure). 

Un plan variable (Q) pivote autour de x'Ox et 
coupe la sphére (S) suivant un cercle (C), dont la pro- 
jection orthogonale sur (P) est une ellipse (E). On 
désigne par H le centre de (C), par œw le centre de (E) 
et par 0 l'angle yOH. Dans les questions 19 et 29 on se 
bornera à étudier le cas où l'angle 0 est aigu (0 < 6 < 7/2). Le plan (P) sera 
rapporté aux deux axes rectangulaires x'Ox, y'Oy. 


(Le demi-axe Ox est supposé perpendiculaire en O au plan de figure et dirigé 
vers l'avant ; le plan (Q) est représenté par sa trace.) 

19 a) Calculer, en fonction de R et 8 le rayon r du cercle (C), les demi-axes a, 
b (a > b), de (E) et la distance FF” = 2c des foyers de (E). Montrer que les direc- 
trices (A) et (A^) de (E) sont fixes. 

Par lasuite, on désignera par F celui des foyers de (E) dont l'abscisse est positive. 

b) On rabat le plan (V) sur le plan (P) autour de la droite y'Oy. Montrer que, 
dans ce rabattement, le triangle Oe) se rabat suivant l'un des triangles OwF, 
OœwF'. Quel est le rabattement du point | ? Déterminer le lieu des points F, F' 
quand 0 varie de O à x/2. 

29 a) Soit m, un point de (P) d'ordonnée positive. En utilisant la maniére dont 
(E) a été définie, trouver combien d'ellipses (E) passent par mọ. 

b) On désigne par (EI) une ellipse située dans le plan (P), admettant le point O 
pour sommet de l'axe non focal, et les droites (A) et (A') précédemment déter- 
minées pour directrices. L'ellipse (E') peut-elle être considérée comme la projection 
d'un cercle (C) de la sphére (S) ? 


490 GÉOMÉTRIE 


c) Une eilipse (E) peut-elle être considérée comme la projection d'un cercle de 
(S) autre que le cercle (C) qui a servi à la définir ? 

39 On désigne par A celui des sommets de l'axe focal de (E) dont l'abscisse est 
positive. 

a) Calculer en fonction de R et 0 les coordonnées x, y de A. Exprimer y? en 
fonction de x et de R. En déduire les variations de y?, puis de y, quand x varie de O 
à R. Construire là courbe représentative (L). Utiliser cette courbe (L) pour 
construire le lieu de A quand l'angle 0 = yOH varie de 0 à x ; représenter sur la 
méme figure le lieu du deuxième sommet A’, de l'axe focal de (E). 

b) On admet que l'aire limitée par (C) et l'aire limitée par (E) sont liées par la 
méme relation que l'aire d'un polygone du plan (Q) et l'aire de sa projection ortho- 
gonale sur le plan (P). Utiliser ce principe pour calculer l'aire z limitée par (E). 
Exprimer z au moyen de R et de u — cos 0. Etudier les variations de la fonction z 
de la variable u ainsi obtenue. 

Pour quelles valeurs de 0 (0 < 0 < x) l'ellipse (E) a-t-elle l'aire la plus grande 
possible ? Quelle est la valeur de ce maximum ? (Métropole, 1960.) 


CHAPITRE 35 
DIRECTRICES D'UNE CONIQUE 


1. Existence d'une directrice. 

Il résulte des n°5 
33-3 et 33-5 que 
l'équation d'une coni- 
que à centre rapportée 
à ses axes peut se 
mettre sous la forme ` 
aty? = 

(a? — ele — a°) 
soit y? = à 
aq? — (2 + c. x° — x? 

(1) 

Appelons (D) la 
polaire F (c, 0) par rap- 
port au cercle principal 
de centre O, de rayon 
a; (D) coupe laxe 
focal en K tel que : 

a? 


OK=— ou OK = — 
OF C 
M(x, y) étant un point quelconque et H sa projection orthogonale 
sur la droite (D), on aura : 


WÉ (É =x, 0); e = (E 


—— 

MF(c — x, — y); MF? = c? — 2ex + x? + y? (2) 

Si un point M appartient à la conique (C), l'équation (1) 
est vérifiée, et (2) devient : 


2 
MF? = c? — 2cx + x? + (a? — + Tx — x2) 
pe L (œ 2 ` Kë 
n MF? = a (7 2) 
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ce qui montre que ME UE. ou Me m 
Š T° ME a "| MH a `Š 
Le rapport des distances d'un point M de la conique au foyer 
F et à la droite (D) est indépendant du point M, il est égal à 
l'excentricité. 


Réciproquement, si un point M est tel que MH =f 
2 
(a 5 0, c # 0, c :# a), on aura: MF? = < MB? 
c2 a? 2 
i ou ` m AX mL ee sot 
ou: c 2cx + x? + y AG x) 


en effectuant : R 


ce qui montre que le point M appartient à la conique (C). 


Si la conique (C) est une parabole de foyer F et de direc- 
trice (D), on sait directement qu’un point M appartient à la para- 
bole si, et seulement si, le rapport de ses distances au foyer F et à 
la directrice (D) est égal à 1. Nous dirons que l’excentricité de la 


parabole est e — MH L 


On peut alors énoncer : 
Une conique est l'ensemble des points dont le rapport 


des distances à un point fixe (foyer) et à une droite fixe 
(directrice) est constant. 


Ce rapport constant est appelé excentricité de la conique. 
si e < 1, la conique est une ellipse ; 

si e = 1, la conique est une parabole ; 

si e > 1, la conique est une hyperbole. 


La directrice d'une conique à centre est la polaire du 
cercle-point F par rapport au cercle principal. 


Dans le cas d'une conique bifocale, la symétrie montre qu'il 
existe une seconde directrice associée au foyer F'. Son abscisse est 
OK' = — — 

c 

On sait que la polaire du point F par rapport au cercle principal 

est homologue dans l'homothétie (F, 2) de l'axe radical du cercle- 
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point F et du cercle principal. Cette même homothétie montre que 
la directrice (D) est l’axe radical du cercle-point F et du 
cercle directeur (F'). 


2. Démonstration géométrique. 


Un point M appartient à la conique à centre (C), si et seule- 
ment si, il est centre d’un cercle passant par F et tangent au cercle 
(F^), ce qui s'écrit : 


M e (C) = MF”? = (MF + Zeit (1) 


(E) 


Fig. 2. 


Nous connaissons deux expressions de la différence des puis- 
sances d'un point M par rapport au cercle (F') et au cercle-point 


` PMF") = PM/(F) = (MF? — 492) — MF? 
ou si H est la projection orthogonale de M sur l'axe radical : 
ZMJ(F) — ZMJ(F) = 2F'F . HM 
de ces deux expressions on tire : RES 
MF”? — MF? — 4a? = 2F'F.HM (2) 
Si un point M appartient à la conique, (1) est vérifié et (2) 
devient : (MF + 24)? — MF? — 482 = 2F'F. HM 
donc : + 4a MF = Ac HM 


d’où = 
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MF c 
d soit un point M tel que MH = avec 
MH = P ME, la relation (2) devient : 
[MF — MF? — 40) = 2 F'F . MF 
avec F'F = 2c: MF'? — MF? — 4a? = + 4a.MF 
que l'on écrit : MF”? = (MF + 2a} 
ce qui montre, d’après (1), que M est un point de la conique. 


Si la conique est une parabole, et H la projection orthogo- 
nale d'un point M sur la directrice, on sait directement que : 


donc, dans tous les cas : 


Une conique est l'ensemble des points dont le rapport 
des distances à un point fixe (foyer) et à une droite fixe 
(directrice) est constant. Ce rapport constant est l'excen- 
tricité de la conique. 


3. Position de la directrice. 


Dans le cas de l'ellipse : 

< < let OK = 2 entraînent OK > a, ce qui montre que les 
directrices sont extérieures à la courbe. 

Dans le cas de l'hyperbole : 

< > 1 et OK = z entraînent OK < a, ce qui montre que les 


directrices sont extérieures à la courbe 
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On sait que la directrice d’une parabole est elle aussi extérieure 
à la courbe : 

Les directrices d’une conique sont extérieures à la 
conique. 


Cas de l'hyperbole : (fig. 3b) 


Si du foyer F on mène les tangentes FG et FG au cercle prin- 
cipal, les points de contact G et G' appartiennent à la polaire de F 
par rapport à ce cercle, donc à la directrice (D), or on sait que ces 
points G et G' appartiennent aux asymptotes de l'hyperbole, donc: 

les points communs aux directrices et aux asymptotes 
d'une hyperbole appartiennent au cercle principal. 


4. Sécante à la conique. 


Soient M et M' deux points d'une conique (C) se projetant 
orthogonalement en H et H' sur la directrice (D) associée au foyer 


F (fig. 4 a). 
ona: MF E MF = € donc MF = MH (1) 
` .MH MH’ M'F M'H" 
Si la sécante MM' coupe la directrice en P, une homothétie de 
. MH PM ` 
centre P donne : MH = PT? 


PM _ MF 
PM = MF? e 


de ces deux relations on tire : 
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ce qui montre que FP est l’une des bissectrices de l’angle F du 
triangle MFM’. 


Fig. 4 a. Fig. 4 b. 


M. et M' sont de part et d'autre de (D) s'ils appartiennent à 
deux branches distinctes d'une hyperbole et dans ce cas FP est 
bissectrice intérieure de MFM’. 


M et M' sont d'un méme cóté de (D) s'ils appartiennent à une 
ellipse, ou à une parabole, ou à une méme branche d'une hyperbole, 
et alors FP est bissectrice extérieure de MEM, 


Si une sécante non focale coupe une conique en M et M' 
et coupe en P la directrice associée au foyer F, FP est 
Pune des bissectrices de l'angle MFM'. 


Cas particulier : sécante focale (fig. 4 b). 

Le raisonnement précédent n'est plus valable si la droite MM’ 
passe par le foyer, mais alors les relations (1) et (2) donnent: 
FM ` PM 
FM PM 
nique. 


ce qui montre que la division (FPMM') est harmo- 


Le foyer et la directrice associée divisent harmonique- 
ment une sécante focale. 


5. Tangente à une conique, 


Reprenons la figure 4a dans le cas où M et M’ appartiennent 
soit à une ellipse, soit à une parabole, soit à une même branche 
d'une hyperbole, donc où FP est bissectrice extérieure de MEM 
et étudions le cas où M' tend vers M en décrivant la conique. 
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La bissectrice intérieure de MFM' est une droite FQ perpen- 
diculaire à FP ; à la limite, FQ est confondue avec FM ; donc 
l'angle MFP est droit et MP est la tangente en M à la conique. 

Le segment de tangente compris entre le point de 
contact et la directrice est vu du foyer associé sous un 
angle droit. 


R 


Fig. 5. 


Réciproquement, si une droite rencontre là conique en M et 
coupe la directrice en (P^) tel que MFP' soit droit, le point P’ 
coincide avec le point P, donc la droite MP' est la tangente en M 
à la conique : 

Une droite qui rencontre une conique en M et coupe 
la directrice en P est tangente à la conique si, et seulement 
si, le segment MP est vu du foyer 
associé sous un angle droit. 


6. Tangentes aux extrémités d'une 
corde focale. 

Si les tangentes en des points M; et 
M2 coupent la directrice en un méme 
point P, l'égalité 

M2FP = M3FP = 1 droit 
montre que M1, M2 et F sont alignés sur 
la perpendiculaire à FP en P. Fig. 6. 
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Réciproquement, si Mı, F et M2 sont alignés, les tangentes 
en M1 et Ma coupent la directrice en un méme point P qui est 
sur la perpendiculaire à M1M issue de F. 


Deux tangentes à une conique se coupent sur la direc- 
trice si, et seulement si, les points de contact sont les 
extrémités d'une corde passant par le foyer associé. 


EXERCICES 


616. On considère tous les arcs de cercles passant par deux points fixes A et 
B. Ensemble des points M situés au tiers de l'arc AB à partir de A. 


617. Ensemble des centres des cercles (y) qui passent par un point donné A et 
coupent une droite donnée (D) sous un angle constant. 


618. Sur un segment fixe AB, on construit les triangles ABC tels que A — 2B. 
Par le pied D de la bissectrice intérieure AD, on mène la parallèle à AB qui recoupe 
AC au point E. Ensembles des points E et C. 


619. Le sommet A d'un triangle isocèle AMB reste fixe (AM = MB). Le som- 
met B décrit une droite fixe (D) et le côté MB reste parallèle à une direction fixe. 
Ensemble des sommets M. 


620. Dans une hyperbole, les projections P et Q d'un foyer F sur les asymp- 
totes sont sur la directrice relative à ce foyer. Le sommet A est équidistant des 
droites FP et PQ. 

Application. — Quelle est l'enveloppe des asymptotes des hyperboles qui ont 
méme foyer F et méme directrice associée (D) ? 


621. On joint un foyer F à un point M variable sur une conique. La droite FM 
rencontre en M' la directrice (D) relative à F. Démontrer que la différence 


1 1 
— — — est constante. 


FM FM 


622. On considère une conique dont le foyer est F et la directrice associée (D). 
Par un point M, variable sur (D) on mène les tangentes à cette conique. Démontrer 
que la droite PP' qui joint les projections de F sur ces tangentes passe par un point 
fixe. 


623. Montrer que les directrices des coniques ayant un foyer donné et passant 
par deux points donnés, passent par un point fixe. Discuter le genre de la conique 
suivant la position de la directrice variable. Lieu du second foyer. 


624. On considère les coniques qui ont une directrice donnée (D) et qui sont 
tangentes à une droite donnée (T) en un point donné A. Trouver le lieu du foyer F 
associé à (D), et distinguer le genre de la conique suivant la position de F sur son lieu. 


625. On considère les coniques qui passent par deux points A et B et admet- 


tent pour directrice la droite (D). Lieu du foyer F relatif à cette directrice. Discuter 
le genre de la conique. 


626. Lieu des foyers des coniques admettant 
19 la tangente (T), la directrice (D) et l'excentricité e ; 
29 La directrice (D) et l'asymptote (P). 
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627. Montrer que les points d'intersection de deux coniques ayant une direc- 
trice commune sont sur un méme cercle. 


628. Par un point M d'une hyperbole, on mène la perpendiculaire MP à une 
directrice (D) et la parallèle à une asymptote qui coupe la directrice en Q. Démon- 
trer la relation MF — MQ, F étant le foyer associé à la directrice (D). 


629. Lieu des foyers des hyperboles dont on donne les deux points M et N et 
les directions des asymptotes. 


630. Construire la directrice d'une conique relative à un foyer donné F, 
connaissant : 


19 deux points M et N, la tangente en l'un d'eux ; 
29 un point M et une asymptote (A) ; 

30 un point M et le sommet A ; 

49 deux points M et N et l'excentricité e ; 

59 trois points M1, Mo et Ma. 


631. Construire le foyer F d'une conique relatif à une directrice donnée (D) 
connaissant : 


19 trois points M1, Mo, Ms de la courbe ; 

29 deux points M et N et la tangente en l'un d'eux ; 

30 deux points M et N et l'excentricité e ; 

49 deux points M et N et la direction d'une asymptote ; 
59 un point M et une asymptote (A). 


632. Construire les foyers d'une conique connaissant : 

19 deux points M et N et les directrices (D) et (D^) ; 

29 une directrice (D), une asymptote (A) et l'une des longueurs 2a ou 2c de 
l'axe ou de la distance focale ; 

39 la directrice (D), un point et le centre O. 


633. Construire une conique connaissant : 


19 la directrice (D), deux tangentes et l'excentricité ; 
29 la directrice (D), un point M et le sommet A. 


634. Construire une hyperbole connaissant les deux directrices (D) et (D") 
une direction asymptotique et un point A. 


635. On considère les coniques qui passent par deux points donnés A, B et 
qui ont pour directrice une droite donnée D. 


19 Quel est le lieu du foyer associé à la directrice donnée ? 

29 Etudier la nature de la conique correspondante quand le foyer décrit son 
lieu. 

30 Construire les tangentes en A et B à la conique qui correspond à une posi- 
tion donnée du foyer sur son lieu. 

49 Construire le deuxiéme point d'intersection de la conique qui correspond 
à une position donnée du foyer F sur son lieu avec les droites AF et BF. 

(Rio de Janeiro, 1950.) 

636. On donne deux points fixes A et F. ` 

19 Ensemble des points de contact T des tangentes issues de A aux coniques 
dont F est l'un des foyers et dont la directrice associée passe par A. 

On appelle coniques (C) celles des coniques précédentes qui ont une excentri- 
cité donnée. 
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29 Combien passe-t-il de coniques (C) par un point M donné du plan ? (On 
construira les directrices associées à F. Discussion. 

39 Ensemble des points M pour lesquels la question précédente admet une 
seule solution. 

49 Ensemble des points M pour lesquels la construction du 29 donne deux 
directrices passant par A et faisant un angle donné 2g. 

59 Ensemble des sommets des coniques (C) situés sur l'axe focal. 

(Caen, 1950.) 


637. On considère les ellipses (E) qui ont une directrice donnée (D), une 
excentricité donnée e « 1, et qui passent par un point donné M. 


19 Quel est le lieu des foyers F, relatifs à (D), des ellipses (E)? 

29 Construire les ellipses (E) admettant pour tangente en M une droite donnée 
MT. 

39 Construire les ellipses (E) passant par un second point donné N. Discuter la 
possibilité du probléme selon la position de N. 

49 La discussion du 39 fait apparaître une ellipse (S). Si N est sur (S), il existe 
une seule ellipse (E) passant par N. Montrer qu'elle est tangente à (S) en N. 

(istambul, 1948.) 


638. Un angle de grandeur constante pivote dans son plan autour de son som- 
met F ; ses cótés rencontrent en A et B un axe fixe (A). 


19 En prenant pour origine sur (A) le pied C de la perpendiculaire FC montrer 
que les abscisses des points À et B sont liées par une relation indépendante de la 
position de l'angle. 

29 Si M est le centre du cercle circonscrit au triangle FAB, et MP la perpendi- 


MF 
culaire sur (A), calculer le rapport MP ; en déduire le lieu de M. 


Montrer que ce cercle est tangent à un cercle fixe (F^) que l'on déterminera, 
Cas où à = 7/2. 

39 Calculer la puissance du point C par rapport au cercle (F^). 

49 Par A on mène AD perpendiculaire sur FA et qui coupe FB en D. De même 
BE perpendiculaire sur BF coupe FA en E. Lieu des points D et E. Soit N le centre 
du cercle circonscrit au quadrilatère ADBE. Montrer que le lieu de N peut être 
considéré comme la projection orthogonale d'une courbe égale au lieu de M. 


639. On considère une ellipse (E) d'excentricité e, de foyer F et de directrice 
associée (D). On désignera par a le demi grand axe, par b le demi petit axe, par c la 
demi-distance focale de cette ellipse. H sera la projection orthogonale de F sur (D). 


— -> 
19 On définit chaque point M de l'ellipse par l'angle 0 — (FH, FM) et par 
la longueur r — FM. 
Exprimer r en fonction de e, de 6 et du demi grand axe a de l'ellipse. 
29 FM coupe la directrice (D) en un point | et recoupe l'ellipse en un point N, 


1 1 
Montrer que la somme TM + FN garde une valeur constante, qu'on calculera en 


fonction de a et de b, lorsque M décrit l’eilipse. 
On considère les cercles de diamètre MN et de diamètre FI. Que peut-on dire 
de ces deux cercles ? Comment se transforment-ils dans une inversion de pôle F et 


de puissance FH? ? Déterminer le centre et calculer le rayon du cercle (C^) inverse 
du cercle (C) de diamètre MN, Quel est le lieu du centre de (C") lorsque M décrit 
l'ellipse E ? 
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39 A chaque point M de l'ellipse on fait correspondre le point M' du cercle 
principal situé du même côté que M par rapport au grand axe sur la perpendiculaire 
menée de M à ce grand axe. O désignant le centre de l'ellipse, on pose 


> — 
a = (OH, OM’). 
Trouver la relation qui lie œ et 6 (on pourra, par exemple, écrire l'égalité vecto- 


. — — — — N 
rielle OM' = OF + FM + MM' et projeter sur l'axe OH). 
Montrer que cette égalité peut se mettre sous la forme 


Rendre cette expression calculable par logarithmes en posant e = cos g. 
(A.O. F., 1951.) 


640. Soient, dans un plan, un segment de droite OA de longueur 3a et sa 
médiatrice (A). On considère l'hyperbole (H) de sommet A qui admet O pour foyer 
et (A) pour directrice associée à ce foyer. 

19 Trouver l'excentricité de (H). Calculer, en prenant O pour origine des abs- 
cisses le long de la droite OA et le sens de O vers A comme sens positif, l'abscisse 
du centre « de cette hyperbole. Trouver l'angle que font les asymptotes avec la 
droite OA. 

29 Une droite quelconque (L) passant par O coupe (A) enl, et (H) en U et V. 
Démontrer que AU et AV sont les bissectrices de l'angle OAI ; on désignera par U” 
et V' les projections orthogonales de U et V sur (A), par U" et V" les symétriques 
de U et V par rapport à (A). 

39 Le milieu M de UV se projette orthogonalement en M' sur (A). Comparer 
dans les divers cas de figure les longueurs MA et MM'. Trouver le lieu (K) décrit par 
le point M lorsque la droite (L) pivote autour du point O. Montrer que ce lieu et 
l'homologue de (H) dans l'une ou l'autre de deux transformations simples. 

49 Soit P un point arbitraire de (H), distinct du point A ; on désigne par P' la 
projection orthogonale du point P sur (A), et par P" le symétrique de P par rapport 
a (A). 
( b, trace le cercle (C) circonscrit au triangle OAP ; soit C le centre de ce cercle. 
Démontrer que les angles de droites (CO, CP) et (CO, A) vérifient la relation 


(CO, CP) — š (CO, A). 


En déduire que le cercle (C) coupe de nouveau l’hyperbole (H) en deux points 
Q, R formant avec P un triangle équilatéral. (Toulouse, 1950.) 


641. Soit (C) une conique de centre O et de foyers F et F’. Comment déter- 
miner une conique (C^) d'excentricité donnée, passant par F et F' et ayant pour foyer 
un point M de (C) ? Indiquer sans aucune discussion, le principe de la construction. 
On examinera ensuite les cas particuliers suivants où (C') est une parabole. 

19 (C) est une ellipse. Tout point M de (C) autre que les sommets du grand axe 
est le foyer de deux paraboles passant par F et F' et dont les directrices sont les 
tangentes au cercle principal aux points M’ et M" où ce dernier est coupé par la per- 
pendiculaire menée de M sur l'axe focal. Ces directrices et la tangente en M à 
l'ellipse concourent en M; sur l'axe focal FF'. 

On méne à ces paraboles les tangentes paralléles à FF'. Trouver le lieu des points 
de contact quand M parcourt l'ellipse. 

29 Soit o l'angle du rayon de OM' avec OF (o aigu) ; exprimer en fonction de ç 
les paramétres des deux paraboles. M étant supposé sur le premier quadrant de 
l'ellipse, trouver sur le même quadrant un autre point N, tel que l'une des paraboles 
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de foyer N soit égale à l'une des paraboles de foyer M. Quelle condition doit remplir 

9 pour qu'il y ait deux positions de N ? 
3° (C) est une hyperbole. Tout point M de (C) est le foyer de deux paraboles 
passant par F et F' et dont les directrices sont les perpendiculaires aux deux asymp- 
totes aux points où celles-ci sont coupées par la perpendiculaire menée de M sur 
l'axe focal FF'. Ces directrices et la normale en M à l'hyperbole concourent sur l'axe 
focal. Le produit des deux paramètres est constant quand M parcourt l'hyperbole, 
(Alger.) 


642. Soient, en axes rectangulaires Ox, Oy, une ellipse de foyers F et F' 
(x = + c, y = 0), d'axes 2a et 2b, et une droite (D) passant par l'origine et de 


Coefficient angulaire m. 

19 Une paralléle (D^) à (D) coupe l'ellipse en M et M'. Lieu (A) du milieu de 
MM' lorsque (D^) se déplace parallèlement à (D). Solutions algébriques et géomé- 
trique. 

29 Soient |, J, K les points de rencontre de la directrice relative à F avec la 


droite (D), avec la droite (A) et avec l'axe focal. Démontrer que KI. KJ = — KO. KF., 
Solutions algébrique et géométrique. 

39 Montrer que le cercle circonscrit au triangle OU passe par un point fixe lors- 
que (D) tourne autour de O. En déduire l'orthocentre du triangle OI]. 

49 La parallèle à OI menée par F coupe en R la droite (A). On appelle P et br les 


points de rencontre de l'ellipse et de la droite (A). Démontrer que OP? — OR. 
(La Réunion, 1949.) 


643. On considère deux axes rectangulaires x'Ox, y'Oy, un point fixe F de Ox 
d'abscisse positive a, la droite (D) d'équation y = x tg u, où u est un angle aigu 
positif. Soient M un point variable de (D), d'abscisse x, H la projection de M sur 
y'Oy. 

; MF? "n" 
19 Évaluer en fonction de x le rapport z = ———-. Variations de ce rapport 
MH? 
quand M décrit la droite (D), u restant fixe. Courbe représentative. 

29 On désigne par (C) la conique de foyer F, de directrice associée y'Oy, 
d'excentricité e. Utiliser les résultats du premier paragraphe pour discuter l'exis- 
tence des points communs à (D) et (C) quand e varie. 


Cas où e — 


. Que peut-on dire alors de la droite (D) relativement à (C)? 
cosu 


Déterminer dans ce cas particulier le centre de (C), les asymptotes et les sommets, 

39 On prend un point fixe | sur (D) et l'on considère le cercle (I) de centre | et 
de rayon e , IK, K étant la projection de | sur y'Oy. 

Déterminer les points Q et R communs à (D) et (C) en utilisant les points com- 
muns à x'Ox et au cercle (I). Retrouver ainsi les résultats du deuxième paragraphe, 
Lieu, quand e varie, du point de rencontre des tangentes en Qet R à (C). 

S étant un point donné du plan, la conique de foyer F, de directrice associée 
y'Oy et passant par S est bien déterminée. Discuter le genre de cette conique suivant 
la position de S dans le plan. 

49 S étant tel que l'excentricité soit 1, trouver le lieu géométrique du milieu P 
de OR quand u varie. (Q et R sont encore les points d'intersection de la conique 
avec la droite (D) d'équation y — x tg u.) (Alger, 1948.) 


644. Soient un segment AB, A sa médiatrice, œ le centre d'un cercle variable 
(œ) passant par A et B. Le cercle (œ) coupe A en D en D! et les droites BD et BD' 
coupent respectivement la tangente en À à (œw) en C et C’. 
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19 Montrer que AD et AD’ sont bissectrices de l'angle BAC. En déduire que le 
lieu de C et C' est une hyperbole (H) de foyer A et de directrice A. Préciser les 
éléments de cette hyperbole. Déterminer en particulier le foyer F autre que A. 

29 Soit P le pôle de la droite BC par rapport à (o). Montrer que la droite CP 
coupe AB en Q symétrique de A par rapport à B. En déduire que la tangente autre 
que CA menée de C à (œw) coupe AB en F. Construire les tangentes à (H) en C et en 
C' ; quel est leur point d'intersection ? 

30 Le point C étant du méme côté que A par rapport à À, démontrer que 
les côtés BC = a, CA = b, AB = c du triangle ABC vérifient la relation 
aè = b(b + c). Montrer que l'on doit avoir b < a < 2b. 

49 Déterminer a, b, c entiers, premiers entre eux dans leur ensemble. Montrer 
que b doit étre carré parfait, puis exprimer a et c. 

Application. — Trouver toutes les valeurs entières de a, b, c lorsque b = 25. 


645. On appelle dans ce problème hyperboles (H) toutes les hyperboles qui 
admettent une asymptote donnée (D) et un foyer donné F. 

19 Rappeler la disposition d'un foyer F d'une hyperbole et de la directrice 
associée (A) par rapport au cercle principal. Préciser la position des points d'inter- 
section de ce cercle et des asymptotes. 

29 Fet (D) étant donnés, montrer que les cercles principaux des hyperboles (H) 
sont tangents à une droite fixe en un point fixe, et qu'il en est de même des cercles 
directeurs qui ont pour centre le foyer F' de (H) autre que F. Quelle est l'enveloppe 
de la directrice (A) associée à F ? Quelle est l'enveloppe de la deuxiéme asymptote 
de (H) ? Quelle est l'enveloppe de l'axe non focal de (H) ? 

39 Construire (H) lorsqu'on donne, outre F et (D) : 

a) un point de la directrice (A) associée à F ; 

b) un point P de (H). Discuter suivant la position de P dans le plan ; 

c) une tangente à (H). 


646. On donne, dans le plan orienté, une droite fixe (D) et un point fixe F, 
dont la distance à (D) est FH = h. 


Deux demi-droites variables issues de F rencontrent (D) en M et M', et 
> — 
(FM, FM") = nj3. 

19 Préciser quel est l'ensemble des points M, des points M'. Montrer que le 
centre C du cercle (C) circonscrit au triangle FMM’ décrit une branche d'hyperbole 
(H) de directrice (D). Préciser la position de ses sommets, de son centre, de ses 
asymptotes. 

29 Construire l'inverse (C?) du cercle (C) dans l'inversion de pôle F et de puis- 
sance h?. Montrer que (C") enveloppe un arc de cercle. Retrouver à l'aide de cette 
inversion les résultats du premier paragraphe. 

30 Ensembles de points Ï et ^, centres des cercles inscrit et exinscrit dans l'angle 
F du triangle FMM'. Comparer la courbe trouvée à l'ensemble des points C. Cons- 
truire les tangentes en | et |’ à la courbe trouvée et indiquer le lieu géométrique du 
point d'intersection de ces tangentes. 


647. Étant donnés deux points fixes F et |, dont la distance est FI = d, on 
considère les ellipses (E), d'excentricité e, qui ont pour foyer F et pour directrice 
associée une droite variable (D) passant par 1. 

19 (D) étant donnée, construire les quatre sommets A, A”, B, B’ de ellipse (E). 
En désignant par u l'angle de (D) avec IF, calculer la longueur du grand axe AAT de 
l'ellipse (E). Déterminer (D) de maniére que AA' ait une longueur donnée. Discuter. 
20 H étant la projection orthogonale de F sur (D), montrer que les rapports 

FA' 

— et — restent constants quand (D) varie en passant par I. 
H FH 


— |l 
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Lieux géométriques des sommets À, A', du centre O, du deuxième foyer F', de 
l'ellipse (E). Enveloppe du petit axe et de la deuxième directrice (D^). 

3e Indiquer comment varie le triangle FOB. Lieux géométriques des sommets 
B, B”. Un point B étant choisi (sur la courbe trouvée) déterminer le centre, les autres 
sommets, le deuxi&me foyer et les directrices de l'ellipse (E) dont le petit axe a un& 
extrémité en B. 

N. B. Les constructions demandées seront faites en prenant FI = 3 cm et 


e = 1/42. 


648. On considère une ellipse variable (E) d'excentricité constante, passant 
par un point fixe O et admettant une directrice fixe (D). 

19 Montrer que l'ensemble des foyers F des ellipses (E), relatifs à la directrice 
(D) est un cercle. 

29 Soit K le point d'intersection d'une ellipse (E) avec la droite qui joint le 
point O au foyer F de l'ellipse. Donner une construction de K. Montrer que le lieu 
de K est une ellipse (E1) dont l'un des foyers est O. 

30 Indiquer une construction pour les tangentes en K à (E) et (Ej). Montrer 
que ces deux tangentes coincident et, par suite que (E) et (Ej) sont tangentes en K, 

49 Trouver le lieu du milieu M de OK et trouver son intersection avec une 
droite quelconque passant par O. (Egypte, 1957.) 


649. On considère deux axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy et le 
point F de coordonnées (2a, 2a) a positif. F est le centre du cercle fixe (C) de rayon 
2a. Un cercle variable (K) de centre M(x, y) passe par le point fixe O et reste tangent 
au cercle (C). 

19 Montrer que l'ensemble des points M est une conique (H). Fixer avec pré- 
cision les éléments géométriques de cette conique. En particulier, indiquer la cons- 
truction des directrices et donner leurs équations dans le systéme d'axes Ox, Oy. 
Quelle est l'excentricité de cette conique? 

29 Évaluer en fonction de x et de y : 

a) le carré de la distance OM ; 

b)le carré de la distance de M à la droite (D) ayant pour équation 
x-Fy—o-—0. 

En déduire la relation qui doit lier x et y pour que M appartienne à l'hyperbole 
équilatére de foyer O et de directrice associée (D). Montrer qu'elle peut s'écrire : 

a2x —a 


Tracer cette hyperbole et comparer les résultats à ceux du 19. 

39 Un cercle variable (K) défini dans le préambule, coupe Ox en P et Oy en Q. 

Exprimer les mesures arithmétiques des longueurs OP et OQ en fonction de 
l'abscisse x de M. Reconnaître que ces expressions diffèrent l'une de l'autre suivant 
que x appartient à l'un ou l'autre des quatre ‘intervalles séparés par les nombres 


0, af2 et a. 
Déduire de cette étude l'expression de la somme z — OP 4- OQ et tracer la 
courbe représentative des variations dez quand x varie. (Alger, 1959.) 


650. On considère sur une droite xy un segment FK de longueur d, la droite 
(D) perpendiculaire à xy en K et l'on appelle conique (C) toute conique admettant F 
pour foyer et (D) pour directrice associée à ce foyer. 

19 Montrer que par tout point A du segment FK il passe une conique (C) et 
une seule. Quel est, d'aprés la position de A, le genre de cette conique ? 

Si (C) est une ellipse ou une hyperbole, comment peut-on construire le point 
A’ où cette conique recoupe la droite xy et déterminer ainsi le centre O de (C) et 
son cercle principal (T`) ? 
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Comment peut-on déterminer une conique (C) qui a pour centre un point O 
donné sur xy ; Condition de possibilité ? 


Comment peut-on déterminer une conique (C) dont le cercle principal (D) a 
pour diamètre une longueur donnée 2a ? Montrer qu'il y a deux coniques (C) répon- 
dant à cette condition et dire quelle relation existe entre leurs excentricités e et e1. 

29 On considére une conique (C) de cercle principal (D), on marque un point 
T sur la droite (D) et l'on trace le cercle (c) de centre œ et de diamètre FT qui coupe 
(T) en N et N’. Démontrer que les droites TN et TN’ sont tangentes à la conique (C) 
et que les points de contact M et M' appartiennent à la tangente en F au cercle (œ). 
Comment peut-on adapter ce mode de construction au cas où (C) est une parabole ? 

Lorsque (C) est une hyperbole, pour quelles positions de T, pris sur (D), les 
points de contact M et M' sont-ils sur la méme branche de celle-ci ? 

39 Démontrer que, si (C) a un centre O, le diamètre apparent du cercle (T) vu 
du point wœ est toujours égal au double de l'angle aigu œ sous lequel se coupent les 
tangentes TN et TN'. 


Déterminer alors, par une construction, les coniques (C) qui sont telles que si 
de T donné sur (D), on trace les tangentes à l'une d'elles, celles-ci forment un angle 
aigu de valeur donnée œ. Faire la construction en supposant œ = 609. 


(Ethiopie, 58.) 


CHAPITRE 36 


SECTIONS CONIQUES 


1. Cône circonscrit à la sphère. 


Proposons-nous d’étudier l’ensemble des droites passant par 
un point donné S et tangentes à une sphère (Z) donnée, de centre 
O et de rayon R. 


Soient SA et SM deux de ces tangentes. Les plans méridiens 
SAO et SMO coupent la sphére suivant des grands cercles aux- 
quels SA et SM sont respectivement tangentes en À et M: 


sin ÁSO — R/SO 
sin MSO = R/SO 
ce qui montre que ASO = M$0: cet angle est indépendant de la 


tangente envisagée (on pose ASO = œ) donc les tangentes sont les 
génératrices d'une surface conique de révolution de sommet S, 
d'axe SO, de demi-ouverture a. 


Inversement, toute génératrice de cette surface conique est 
tangente à un grand cercle de la sphére, donc à la sphére : 


L'ensemble des droites passant par un point S donné et 
tangentes à une sphére donnée, est une surface conique de 
révolution de sommet S, appelée surface conique circons- 
crite à [a sphére. 


Les segments de tangentes SA et SM. sont les cótés de 
triangles rectangles égaux, donc sont égaux: 


Deux tangentes à une méme sphére, issues d'un 
méme point, ont méme longueur. 


Les triangles rectangles égaux, SAO et SMO, ont méme 
hypoténuse SO : les sommets À et M se projettent donc 
orthogonalement en un même point I sur SO et les hauteurs 
AI et MI sont égales, ce qui montre que : 
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l’ensemble des points de 
contact est un cercle (y) de 
centre I. Ce cercle est appelé 
cercle de contact. Il est la base 
d'un cóne de révolution de som- 
met S appelé cóne circonscrit à la 
sphère. 


Le plan tangent à la surface 
conique en un point M du cercle 
de contact est déterminé par la 
génératrice SM et la tangente en 
M au cercle de contact, or ces deux 
droites sont tangentes à la sphère 
en M, donc elles déterminent le Fig. 1. iZ 
plan tangent en M à la sphère : 


la sphère et la surface conique circonscrite admettent 
même plan tangent en un point quelconque du cercle de 
contact. 


Nous remarquerons que la sphère et la surface conique cir- 
conscrite peuvent être engendrées, dans une même rotation d’axe 
Sz, par une génératrice et un demi grand cercle. 


2. Sphères inscrites à une surface conique de révolution 
et tangentes à un plan donné. 


Soit (S) une surface conique de révolution d’axe Sz. Si un 
plan méridien quelconque coupe la surface (S) suivant deux 
génératrices (g) et (g^), il existe une infinité de cercles (C) tangents 
aux droites (g) et (g') ; ces cercles engendrent par rotation autour 
de Sz des sphéres inscrites à la surface conique. 


Si un plan (P) quelconque coupe la surface conique, il 
existe, en général, un plan (R) et un seul, qui contient Sz et qui est 
perpendiculaire au plan (P) : ce plan (R) est un plan méridien, il 
coupe la surface conique suivant deux génératrices (g) ct (g'), et le 
plan (P) suivant une droite (d). 


En général, les droites (g), (g') et (d) déterminent un triangle 
SAA' et il existe deux cercles centrés sur Sz et tangents aux trois 
droites, ce sont : 
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e soit les cercles inscrit et exinscrit dans l'angle S du triangle SAA' 
(fig. 2 a). 
e soit les cercles exinscrits dans les angles A et A' (fig. 2 b). 


Ces cercles sont les grands cercles de sphères (Z) inscrites dans 
la surface conique et tangentes au plan (P). 


Cas particuliers. 


Le probléme est indéterminé si le plan (P) passe par Sz ou s'il 
est perpendiculaire à Sz. 

Si la droite (d) est paralléle à une génératrice, donc si le plan 
(P) est lui-même parallèle à cette génératrice, il n'existe qu'une 
seule sphère (2) (fig. 2 c). 


Fig. 2 a. Fig. 2 b. Fig. 2 c. 


3. Surface cylindrique circonscrite à une sphére. 


Proposons-nous d'étudier l'ensemble des droites paralléles à 
une direction (8) et tangentes à une sphère (2) donnée, de 
centre O et de rayon R. 

Soient (g) et (e) deux de ces droites tangentes respective- 
ment en À et M à la sphère (Z). Les plans méridiens passant 
par (g) et (g') coupent la sphère suivant des grands cercles aux- 
quels (g) et (g') sont tangentes en À et M respectivement, donc ces 
droites sont équidistantes du centre O, elles sont les génératrices 
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d’une surface cylindrique de révo- 
lution dont l'axe g'z, parallèle à 
la direction (3), passe par O. (ô) 


Inversement, toute généra- 
trice de cette surface cylindrique 
est tangente à un grand cercle de A 
la sphère, donc à la sphère : 


l’ensemble des droites pa- 
ralléles à une direction donnée 
et tangentes à une sphére don- (g) 
née est une surface cylindrique 
de révolution, appelée surface 
cylindrique circonscrite à la 
sphére. 


Fig. 3. 


Les points de contact A et M se projettent orthogonalement sur 
l'axe 2/z au méme point O et sont équidistants de ce point, donc : 
P q P 


l'ensemble des points de contact est un grand cercle 
de la sphére appelé cercle de contact. 


Le plan tangent à la surface cylindrique en un point M du 
cercle de contact est déterminé par la génératrice passant par M et 
par la tangente en M au cercle de contact, or ces deux droites sont 
tangentes à la sphére en M, donc elles déterminent le plan tangent 
en M à la sphére. 


La sphére et la surface cylindrique circonscrite admet- 
tent méme plan tangent en un point quelconque du cercle 
de contact. 


Nous remarquerons que la sphére et la surface conique cir- 
conscrite peuvent étre engendrées dans une méme rotation par une 
génératrice et un demi-grand cercle. 


4. Sphéres inscrites à une surface cylindrique de révo- 
lution et tangentes à un plan donné. 


Soit (S) une surface cylindrique de révolution d'axe z'z. Si 
un plan méridien quelconque coupe la surface (S) suivant deux 
génératrices (g) et (g^), il existe une infinité de cercles tangents 
aux droites (g) et (g') : ces cercles engendrent par rotation autour 


510 GÉOMÉTRIE 


de Sz des sphères inscrites à la sur- 
face cylindrique. 


Si un plan (P) quelconque 
coupe la surface cylindrique, il existe 
en général un plan (R) et un seul qui 
contient z'z et est perpendiculaire au 
plan (P), il coupe la surface cylin- 
drique suivant deux génératrices (g) 
et (g) et le plan (P) suivant une 
droite (4). 

En général, il existe deux cercles 
centrés sur Ss et tangents aux trois 
droites (g), (g') et (d); ces cercles 
sont les grands cercles de sphères (Z) 
inscrites dans la surface (S) et tan- 
gentes au plan (P). 


Cas particulier : il n'existe au- 
cune sphère (>) si le plan (P) passe 
par ss, donc s'il est parallèle aux 
génératrices. 


EN 
Fig. 4. 


5. Section plane d’une surface conique de révolution. 


Soit (S) une surface conique de révolution de sommet S, d'axe 
Sz, de demi-ouverture x, coupée par un plan (P) faisant avec Sz 
un angle aigu 0. 

ler cas particulier : le plan (P) passe par le sommet. 

L'intersection du plan (P) et de la surface (S) est : 

e soit le point S seul si 0> aœ 
e soit une génératrice unique si 0 = œ 
e soit l'ensemble de deux génératrices si 0 < a. 
(Cours de Première), 


2me cas particulier : le plan (P) est perpendiculaire à 
Sz. 


L'intersection du plan (P) et de la surface conique est un cercle 
(C) centré sur l'axe Sz. 
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Cas général, 

Dans tous les autres cas, on appelle : 

(R) le plan méridien perpendiculaire au plan (P) ; 

(2) une sphère inscrite à la surface conique et tangente au plan 
(P); 
(Q) le plan du cercle de contact de (S) et (Z) ; 

(D) l'intersection des plans (P) et (Q) ; 
F le point de contact du plan (P) et de la sphère (Y). 


Le plan méridien (R) est plan de symétrie de la figure, donc il 
est perpendiculaire au plan (Q) et à la droite (D) qu'il coupe en 
K, et il contient le point F. L'angle aigu de Ss et FK est l'angle 0. 

Soient M un point quelconque commun au plan (P) et à la 
surface (S), 

H la projection orthogonale du point M sur la droite (D), 

E la projection orthogonale du point M sur le plan (Q), 

L le point de contact de la génératrice SM et de la sphère (Z), 
on remarque que MF et ML sont deux tangentes égales. 

Nous nous proposons d'étudier l'ensemble des points M. 
EMH = 0 car MH est parallèle à FK et ME est parallèle à Sz, 
donc, dans le triangle MEH rectangle en E, on obtient : 

ME = MH cos 9 (1) 

ME paralléle à Sz donne EML — LSz — x et, dans le 
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triangle MEL rectangle en E, on obtient : 
ME = ML cos « 


soit, avec MF = ML: ME = MF cos w (2) 
; A MF  cos0 
les relations (1) et (2) entraînent MH cosa 


ce qui montre que le rapport des distances d’un point M au point 
F et à la droite (D) est constant, donc que le point M appartient à 
la conique de foyer F et de directrice (D). 


Réciproquement, tout point N de cette conique appartient 
à la surface (S) car le plan SNF coupe cette surface suivant deux 
génératrices dont les intersections avec le plan (P) sont deux points 
Mi et M2 qui appartiennent à la sécante focale NF, or cette sécante 
ne peut avoir plus de deux points communs avec la conique, donc 
N est confondu avec l'un des points Mı ou M2. 


Discussion. 
: š n cos 0 
La conique est une ellipse si e = <1 
COS o 
donc si: cos 0 < cos œ 


et puisque 0 et z sont aigus: 0 >a. 


On remarque que, dans ce cas, le plan (P) ne coupe qu'une 
seule nappe de la surface (S). 


: , cos 0 
La conique est une hyperbole si e — == > 1 
donc si : cos 0 > cos œ 
et 0< aœ 


dans ce cas le plan (P) coupe les 2 nappes de la surface (S). 

Dans les deux cas, il existe deux sphères (Z) et (2) qui déter- 
minent les deux foyers et les deux directrices de la conique. 
cos 0 


La conique est une parabole si e — — 
cos œ 


donc si : DEE 
dans ce cas, le plan (P) est parallèle à l’une des génératrices et il 
n'existe qu'une seule sphère (2). 

La section d'une surface conique de révolution par un 
plan ne passant pas par le sommet est une ellipse, une 
hyperbole ou une parabole. 


Ce théoréme est connu sous le nom de théoréme de Dandelin. 
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6. Étude de la section elliptique. 


Reprenons la figure 
précédente dans le cas 
où 0 > «. Le plan (P) 
coupe une seule nappe 
de la surface (S) et il 
existe deux sphéres (2) 
et (2) situées de part 
et d'autre du plan (P). 


Soient (g) l'une des 
génératrices du plan 
méridien (R), G et G' 
ses points communs 
avec les cercles de con- 
tact ; les tangentes éga- 
les donnent : 

GG' = LI’ 
= ML + ML' 
—MF + ME 
F et F' sont les foyers 
et l'on aura: 
MF +MF' = GG’ 
— 2a. 


La droite FER 
coupe la surface (S) en 


deux points, À et A', qui sont les sommets de l'axe focal, donc 


AA' — GG' — 2a. 


On note d'ailleurs : 


AG — AF 
AG! = AF' 


Si U est le symétrique de A’ par rapport à l'axe Sz. (U eg) on 
aura successivement : UG’ = A'G', = AIR = AF 


puis AU = AG’ — UG" 


| > GG' = AF + AF' = 2a. 


AU = AR — AF = ER = 2c 
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7. Placer une ellipse sur une surface conique de révolution. 


L'ellipse est donnée par son grand 
axe 2a et sa distance focale 2c. 


Remarquons d'abord que si le 
probléme admet une solution il en 
admet une infinité qui se correspon- 
dent dans des rotations d'axe Sz. On 
peut donc choisir arbitrairement le 
plan méridien (R). Le problème revient 
à déterminer A sur (g) et A' sur (oi 
tels que : 

AA' = 2a et AU = 2c. 


On porte sur (g) la longueur 
SL = 2c et de L on mène la perpen- 
diculaire à l'axe, que l'on coupe en N 
Fig. 7. par le cercle (S, 2a). On mène NA’ 
parallèle à (g) (A'cg) puis A'A 
parallèle à SN (A € g). 


Le parallélogramme SNA'A donne : AA! = SN = 2a. 
Avec A'U parallèle à NL (UE g), on aura: 
AU = AL + LU 
— AL + NA' — AL + SA 
AU = SL — 2c. 


La condition 2a > 2c montre que le cercle (S, 2a) coupe la droite LN 
en deux points qui donnent deux solutions symétriques par rapport à Sz. 


8. Ensemble des sommets des cônes de révolution passant par une ellipse 
donnée, 


Soient (E) une ellipse de grand axe AA', de foyers F et F' contenue dans 
un plan (P), et (2) une sphère quelconque tangente au plan (P) en F. 
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Le plan (R) perpendiculaire à (P) et passant par AAT coupe (>) suivant 
un grand cercle (IU) ; soient AG et A'G' les tangentes à (T) autres que AF et 
A'F : elles se coupent en S. Le cône de révolution de sommet S circonscrit 
à (2) est coupé par (P) suivant une conique de grand axe AA' et de foyer 
F, c'est-à-dire suivant l'ellipse (E). 

Les tangentes égales donnent: 

SA = SG + GA = SG -- AF 
SA' = SG' + G'A' = SG' + A'F 
en tenant compte de SG = SG, on obtient par différence : 
SA' — SA = A'F — AF = FF’ 
Pour une sphére tangente à (P) en F', on obtiendrait de facon analogue 
SA — SA’ = FF’. 


L'ensemble des points S est l'hyperbole de foyers A et A', de 
sommets F et F', située dans le plan (R) perpendiculaire au plan 


(P). 


9. Étude de la section hyperbolique. 


Reprenons la figure 5 dans 
le cas où 0 < x. Le plan (P) 
coupe les deux nappes de la sur- 
face (S) et il existe deux sphéres 
(Z) et (2) situées d'un méme 
cóté du plan (P). 

Soit (g) l'une des généra- 
trices du plan méridien (R), G 
et G ses points communs avec 
les cercles de contact ; M est 
extérieur au segment LL' et les 
tangentes égales donnent : 
GG' = LL' = [ML — ML 

= (MF — MF'| 
F et F' sont les foyers et l'on 
aura : 


[MF — MF | = GG’ = 2a. 
L'axe focal FF' coupe la 

surface (S) en 2 points A et A' 

qui sont les sommets de la coni- 


que, donc: 
AA' = GG' = 2a Fig. 9 a. 
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d’ailleurs : 
AG = AF 
AG! AP | = AG'— AG = AF' — AF 


ou GG' — AF' — AF — 2a. 
Si U est le symétrique du point A’ par rapport à Sz, (U e g) on 
aura successivement : 
UG' = A'G'1 = A'F' = AF 
puis: AU = AG' 4- UG' = AF + AF = 2c AU — 2c 


Asymptotes. 


Si le point M s'éloigne indéfini- 
ment sur l'hyperbole (H), la généra- 
trice SM tend à devenir paralléle au 
plan (P): les directions des asymp- 
totes sont donc celles des génératrices 
Su et Su’ parallèles au plan (P). 


La tangente en M à l'hyperbole 
est contenue dans le plan tangent le 
long de la génératrice SM, soit, à la 
limite, dans l'un des plans tangents le 
long de Su ou Sv, or on sait que les 
asymptotes à l’hyperbole sont les 
positions limites des tangentes en M, 
donc : 

les asymptotes sont les intersec- 
tions du plan (P) et des plans tangents 
Fig. 9 b. à la surface conique le long de Su et 


de Sie y(P): uSu' < 2a. 


10. Placer une hyperbole donnée sur une surface conique de révolution. 


L'hyperbole est donnée par les longueurs 2a et 2c. 

Si le problème admet une solution, il en admet une infinité qui se cor- 
respondent dans des rotations d'axe Sz. On peut donc choisir arbitraire- 
ment le plan méridien (R). Le problème revient à déterminer A sur (g) et 
A’ sur (g^) tels que : AA' = 2a et AU = Ze, 

On porte sur (g) la longueur SL = 2c et de L on mène, perpen- 
diculairement à l'axe Sz, la droite LL' que l'on coupe en N par le cercle 
X 29 On mène NA’ parallèle à (g) [A' € g'] puis AAT parallèle à SN 

€ g). 
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Le parallélogramme SNA'A 
donne: AA' — SN — 2a. 


Avec A'U parallèle à NL 
(U € g), on aura : 
AU — AL — LU 

= AL —NA' = AL — SA 
AU = SL = Ae, 

Le point N existe si, et seu- 
lement si, le cercle (S, 2a) a un 


ou deux points communs avec la 
droite LL, c'est-à-dire 


2a > SL cos œ 


a 
2a > 2c cos œ cos x < — 
c 


donc si l'angle « est égal ou supé- 
rieur à l'angle des asymptotes. 


(9) 


Fig. 10. 
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11. Ensemble des sommets des cônes de révolution passant par une 


hyperbole donnée. 


Soient (H) une hyperbole de sommets A et A’, de foyers F et E, con- 
tenue dans un plan (P).et (22) une sphère quelconque tangente au plan (P) 


en F. 


Fig. 11. 


Le plan (R) perpendiculaire à (P) et passant par AAT coupe (2) suivant 
un grand cercle (T). Soient AG et A'G' les tangentes à (T) autres que AF et 
A'F : elles se coupent en S. Le cône de révolution de sommet S, circonscrit 
à (Z), est coupé suivant une conique de sommets A et A', de foyer F, c'est- 


à-dire suivant l'hyperbole (H). 
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Les tangentes égales donnent : 
SA = AG + GS = AF + SG' 
SA’ = A'G' — SG' = A'F*— SG' 
en tenant compte de SG = SG', on obtient par addition : 
SA + SA' = AF + AIP = 2c. 
l'ensemble des points S est l'ellipse de foyers A et A’, de sommets F et 
F', située dans le plan (R) perpendiculaire à (P). 


12. Étude de la section parabolique. 


S Reprenons la figure 5 
dans le cas où 0 = o. 


Le plan (P) est alors 
parallèle à une génératrice 
(g) et il n'existe qu'une 
seule sphère (Z) inscrite dans 
la surface conique et tan- 
gente au plan (P). 


Le plan méridien (R) 
coupe le plan (P) suivant une 
droite Fv parallèle à (ei et 
qui est axe de symétrie de la 

Fig. 12. section. Le sommet A de la 

parabole est le point com- 

mun à Fv et à la génératrice (g). cA est une bissectrice de SAv 
donc est perpendiculaire à Sz. 


Les tangentes égales donnent : AF = AG = p/2. 


13. Placer une parabole sur une surface conique de révolution. 


La parabole est donnée par 
son paramètre p. 


Si le probléme admet une 
solution, il en admet une infinité 
qui se correspondent dans des 
rotations d'axe Sz, on peut donc 
choisir arbitrairement le plan 
méridien R. 

Il suffit de déterminer les 
points À et G tels que : 

oG soit perpendiculaire à (g) 

(c € Sz). 

cA soit perpendiculaire à Sz. 

AG = p/2. 
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On porte, sur (g), SE = p/2; on mène SK perpendiculaire à (g) et 
EK perpendiculaire à Sz. La parallèle à (g) issue de K coupe Sg en o qui 
est le centre de la sphère (2). On applique ensuite la translation 


a 
de vecteur Ko. 


— — — ` 
SG = EA = Ko déterminent les points G et A. La construction est 
toujours possible. 


14. Ensemble des sommets des cônes de révolution passant par une para- 
bole donnée. 


Soit (IT) une parabole de sommet A, de foyer F, contenue dans un plan 


Soit (2) une sphère quelconque, tangente au plan (P) en F ; le plan (R) 
perpendiculaire à (P) et passant par AF coupe (X) suivant un grand cercle 
(T). La tangente AG (autre que AF) au cercle (I) coupe en S la tangente 
à (T) parallèle à AF. 


, L’intersection du plan (P) et de la surface conique de sommet S circons- 
crite à (>) est une parabole de sommet A et de foyer F, c'est-à-dire la para- 
hole (Il). 


Les tangentes égales donnent : 
SI = SG 
et : SA = SG + GA = SG + FA. 
Si K est le symétrique de A par rapport à F, (D) la perpendiculaire au plan 
(P) en K, et H la projection orthogonale de S sur (D), on a: 
SH = SI + IH = SG + FA = SA. 


L'égalité SH = SA montre que ` 


L'ensemble des points S est la parabole de foyer A, de direc- 
trice (D), de sommet F, contenue dans le plan (R) perpendiculaire 
au plan (P). 
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15. Section plane d'une surface cylindrique de révolution. 


Soit (S) une surface cylindrique de révolution d'axe ss, de 
rayon R, coupée par un plan (P). 

1er cas particulier. Si le plan (P) est parallèle à l'axe z'z, 
l'intersection est 
€ soit une génératrice unique (plan tangent) ; 


e soit l'ensemble de deux génératrices, donc deux droites paral- 
léles. 


2me cas particulier. Si le plan (P) est perpendiculaire à l'axe 
2'z, l'intersection est un cercle de rayon R centré sur l'axe. (Cours 
de Première). 


Cas général. 


On appelle 8 l'angle aigu du 
plan (P) et de z'z (0 < 0 < x/2). 


Il existe deux sphères (2) et 
(2) inscrites dans la surface (S) et 
tangentes au plan (P); elles sont 
de part et d'autre du plan (P). 


Soient : 


F le point de contact du plan (P) 
et de la sphère (Z) ; 
(R) le plan méridien perpendicu- 
laire au plan (P) ; 
(Q) le plan du cercle de contact de 
(S) et (Z) ; 
(D) l'intersection des plans (P) et 
(Q). 

Le plan méridien (R) est plan de symétrie de la figure, donc il 
est perpendiculaire au plan (Q) et à la droite (D) qu'il coupe en K ; 
il contient le point F. L'angle aigu de z'z et de FK est l'angle 0. 


Fig. 15 a. 


Soient : 


M un point quelconque commun au plan (P) et à la surface (S) ; 
H la projection orthogonale de M sur la droite (D) ; 

L le point de contact de la sphère (Z) et de la génératrice du point 
M. 
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On remarque que ML et MF sont des tangentes égales. 


LMH = 6 car LM est parallèle à sis et MH est parallèle à 
FK, donc, dans le triangle MLH rectangle en L, on a: 


ML us 
MH "P 
l MF 
soit, avec MF — ML : MR = cos 0 


ce qui montre que le rapport des distances d'un point M au point 
fixe F et à la droite (D) est constant et inférieur à 1, donc que le 
point M appartient à l'ellipse de foyer F et de directrice (D), con- 
tenue dans le plan (P). 


Réciproquement. 'l'out point N de cette ellipse appartient 
à la surface (S) car le plan paralléle aux génératrices et passant par 
N et F coupe la surface (S) suivant deux génératrices dont les inter- 
sections avec le plan (P) sont deux points M; et M2 qui appar- 
tiennent à la sécante NF. Cette sécante ne peut avoir plus de deux 
points communs avec l'ellipse, donc N est confondu avec l'un des 
points Mı ou Mə. 


L'intersection d'une surface cylindrique de révolution 
et d'un plan non paralléle aux génératrices est une ellipse 
ou un cercle. 

Le second foyer et la seconde direc- 
trice sont déterminés par la sphère (27). 

On aura : 
MF = ML | > MF + MF' = LL' 
MF' = ML' 
soit, avec LL' = GG', 


| MF + MF' = GG' = 2a | 


Les sommets À et A’ sont les inter- 
sections de la droite FF’ et de la surface 
cylindrique. 

Si U est le symétrique de A’ par rap- 
port à l'axe sis, les symétries et les tan- 
gentes égales donnent : 

UG" = A'G', = A'F' = AF = AG Fig. 15 b. 


— 2a 


522 GÉOMÉTRIE 


l'égalité GG' = AA' devient : 
GG' — (AG + UG) = AA’ — (AF + EA) 


AU = FF' = Ze 


Dans le triangle rectangle AA'U : 
A'U? — AA'? — AU? 
= 4a? — 4c2 = 4p? 


donc : [au = 2 |. 


EXERCICES 


651. Quelle est l'intersection de deux surfaces coniques de révolution égales 
dont les axes sont parallèles ? 


652. La projection de la section plane d'une surface conique de révolution sur 
un plan perpendiculaire à l'axe est une conique ayant pour foyer le pied de l'axe sur 
le plan et pour directrice la projection de l'intersection du plan sécant et du plan 
perpendiculaire à l'axe mené par le sommet. 


653. On considère une surface conique S circonscrite à une sphère O suivant 
un cercle (C). Un plan quelconque x coupe la surface conique suivant une ellipse (A), 
la sphére suivant un cercle (E) et le plan du cercle (C) suivant une droite (D). 
Démontrer quesi un point M décrit l'ellipse (A), sa puissance par rapport au cercle 
(E) et le carré de sa distance à la droite (D) sont dans un rapport constant. 


654. On considère la section faite par un plan fixe dans une surface conique de 
révolution variable S circonscrite à une sphére fixe O. Démontrer que les droites 
SF et SF' qui joignent le sommet S de la surface aux foyers de la conique passent par 
deux points fixes. 


655. Lieux des sommets A et A, des foyers F et F”, du centre O de toutes les 
sections planes faites dans une surface conique de révolution S parallélement à un 
plan donné. Dans le cas oü la section obtenue est une ellipse, trouver le lieu des 
sommets du petit axe. 


656. Lieu des foyers F et F' de toutes les sections coniques ayant la même 
excentricité situées sur une surface conique de révolution donnée. 


657. Lieu des foyers de toutes les paraboles situés sur une surface conique de 
révolution donnée. 


658. Dans quel cas un plan peut-il couper une surface conique de révolution 
suivant une hyperbole équilatère ? Trouver le lieu des foyers de ces hyperboles. 


659. Une surface conique de révolution est donnée par une de ses sections 
méridiennes XSY qui est un angle droit. Sur cette surface conique, on considére 
toutes les ellipses dont le plan est perpendiculaire à XSY et dont les grands axes AA" 
ont une longueur donnée 2a. On demande le lieu des sommets de ces ellipses. 
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660. Enveloppe du plan d'une conique invariable mobile sur une surface 
conique de révolution donnée. 


661. Une sphère (S) est tangente à un plan (P) en un point A. Lieu des sommets 
des surfaces coniques circonscrites à (S) et qui sont coupées par le plan (P) suivant 
une hyperbole équilatére. 


662. Un plan (P) est tangent à une sphère (S) en A. Trouver le lieu du sommet 
2; d'une surface conique circonscrite à la sphère et telle que sa section par le plan 
(P) soit une conique ayant pour centre un point donné O de ce plan. Indiquer les 
régions du lieu correspondant à une ellipse ou une hyperbole. 


663. Par une droite (D), mener un plan qui coupe une surface conique de 
révolution suivant une conique d'excentricité donnée e. 


664. Par un point P, mener un plan qui coupe une surface conique de révo- 
lution suivant une conique égale à une conique donnée, 


665. On donne une surface conique de révolution et un point intérieur F. 
Mener un plan qui coupe la surface conique suivant une conique ayant un foyer en F. 


666. Peut-on couper une surface conique de révolution par un plan de facon 
que la section soit une conique de directrice donnée (D). 


667. Couper une surface conique de révolution par un plan de manière que la 
section soit une parabole dont la directrice (D) passe par un point donné A. 


668. Construire une surface conique de révolution contenant une parabole 
donnée et d'angle au sommet donné. 


669. Construire une surface conique de révolution dont l'axe rencontre une 
droite donnée et qui contienne une ellipse donnée. 


670. L'angle xOy mesure 60 ; c'est la section méridienne d'une nappe d'une 
surface conique de révolution de sommet O. On joint un point A de Oy à un point 
M de Ox. Par la droite AM on méne un plan sécant perpendiculaire au plan xOy, et 
déterminant dans la surface conique une ellipse, 


19 Connaissant OA — a et OM — x, calculer le grand axe de cette ellipse ; en 
considérant deux des cercles tangents aux trois cótés du triangle AOM, on évaluera 
la distance des foyers de cette ellipse et on déduira le petit axe. 

29 Trouver, quand M décrit Ox, le lieu du centre de l'ellipse ainsi que le lieu 
des extrémités de son petit axe. 

39 Déterminer M sur Ox de maniére que la distance des foyers ait une longueur 
donnée. Discuter. (Rennes.) 


671. On donne deux sphères concentriques (S) et (S") de rayons respectifs 
2R et R et un plan P tangent à (S') en un point fixe P’. M étant un point quelconque 
de (S) on considère la surface conique C de sommet M dont toutes les génératrices 
sont tangentes à (5^). 

19 Trouver le lieu de M pour que la section de C par P soit une parabole. 

2e Déterminer la ou les régions de la sphère (S) dans lesquelles il faut choisir le 
point M pour que la section de C par P soit : a) une ellipse ; b) une hyperbole. 

39 Trouver le lieu de M pour que la section de C par P soit une ellipse dont le 
grand axe ait une longueur donnée a. Discuter. (Alexandrie.) 
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672. On considère une surface conique (C) de révolution dont le demi-angle 
au sommet est « et dont toutes les génératrices sont tangentes à une sphère (S) de 
centre O et de rayon R. On coupe cette surface conique par un plan P tangent en p 
à la sphère (S). 

19 Lieu de p pour que la section soit une parabole. 

29 Déterminer la ou les régions de la sphére (S) dans lesquelles doit se trouver 
le point p pour que la section soit : a) une hyperbole ; b) une ellipse. 

30 Lieu du point p pour que la section soit une ellipse dont le grand axe soit 
égal à une longueur 2a donnée. Discuter en cherchant d'une part pour quelles 
valeurs de a le lieu existe, R et x étant donnés, et d'autre part les valeurs de œ pour 
lesquelles le lieu peut se composer de deux courbes distinctes. (Lyon). 


673. Soit une sphère qui a pour centre le point O et qui passe en A ; soient P 
le plan tangent en A à la sphére, S un point variable de l'espace, (C) la section par le 
plan P de la surface conique qui a S pour sommet et qui est circonscrit à la sphère. 

19 Montrer que (C) a un foyer fixe. Indiquer la nature de (C) suivant la position 
de S dans l'espace. 

29 Lieu de S connaissant une extrémité de l'axe focal de (C). 

39 Lieu de S connaissant l'autre foyer F. 


49 Lieu de S connaissant la directrice D qui correspond au foyer fixe. 
(Maroc.) 


674. Une sphére de rayon R est tangente à un plan (H). Une tangente (D) 
à la sphére, normale à (H) est orientée positivement à partir de (H) vers le cóté oü 
se trouve la sphère. S étant un point quelconque de (D) et O le point de contact de 
(D) et de la sphére, on pose : 

OS =z (z peut varier de — œ à + œ). 

10 Discuter suivant les valeurs de z, la nature de la section par le plan (H) de la 
surface conique de sommet S circonscrite à la sphère. 

29 Le plan passant par (D) et le centre de la sphère coupe (H) suivant une droite 
qui rencontre la surface conique en A et A’. Démontrer que l'on a dans tous les cas 

2Rz 

z—R' 

Lorsque la section précédente est une ellipse ou une hyperbole, calculer son 
grand axe 2a, sa distance focale 2c, le petit axe 2b, et l'excentricité e. 


30 Dans le cas où la section précédente est une ellipse (E), démontrer que le 
volume V du cône ayant (E) pour base et S pour sommet, est 


H 


Étudier en fonction de Ê = x la variation de 
9v? 
= Re: 
Combien pourra-t-on trouver de points S tels que V ait une valeur donnée ? 


675. On considère une sphère de centre O, de rayon R, tangente au plan P 
en A. Soit S le sommet d'une surface conique circonscrite à la sphère. Son demi- 
angle au sommet a pour valeur 0 et son axe de révolution SO coupe le plan P en œ 
et fait avec ce plan l'angle e, 
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19 En supposant les trois points S, O, œ dans cet ordre sur l'axe du cône, de 
facon que O soit plus près de œ que de S, montrer que le grand axe 2a de la conique 
section de la surface par le plan P est donné par l'expression 

R cos 0 
sin @ — sin 0` 

29 En désignant par B et C les extrémités du grand axe de cette conique, mon- 

trer que son excentricité e est égale à 
[SB — SC] 


BC 


2a = 


En déduire la formule 
30 Faire les mêmes calculs demandés dans les deux premières questions, en ne 
supposant plus les points S, O, œ dans la disposition précédente. 
Quelles conventions faut-il faire sur les signes de a, g et 0 pour que les formules 
obtenues pour 2a et e soient générales ? 
a a 
49 Montrer que (1 — e) R et (1 4- de s'expriment simplement en fonction de 


— 0 0 
“= dd VE 


0 
tg . En déduire le calcul de tg Te tg 5 en fonction de a,e, R. 


(Rennes.) 


676. On envisage la famille de sphères (S) tangentes à une droite donnée D en 
un point fixe A. 


19 En supposant de plus (S) astreinte à être tangente à un plan donné (P) trou- 
ver les lieux respectifs du point de contact de (S) et de (P), du centre de (S) et du 
point de contact de (S) avec le plan tangent parallèle à (P). 

29 En supposant (S) astreinte à couper (P) suivant un cercle (C) de rayon donné 
r, trouver les lieux des centres de (C) et de (S). 

39 On considére le plan du cercle de contact de (S) avec la surface conique 
circonscrite ayant pour sommet le point où D coupe (P). Montrer que ce plan dans 
l'une ou l'autre hypothèse du 19 ou du 29 reste tangente à un cône fixe à base circu- 
faire. 

40 Reprendre toutes les questions du 19, 20 et 30 en supposant que la condition 
du début imposée à la famille des sphéres (S) soit de passer par deux points fixes A 
et B de D (au lieu d'étre tangentes à D en A). (Dijon.) 


PROBLÈMES DE RÉCAPITULATION 
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535 1. On donne un cercle de centre O et deux points À et A symétriques 
par rapport à O. Par un point M quelconque du cercle, on mène MB 
équipollent à OA et MB’ équipollent à OA. 

On demande, lorsque M décrit le cercle, quels sont les lieux géomé- 
triques des points suivants : 

19 Point C symétrique de B par rapport à AM. 

29 Point C' symétrique de B' par rapport à A'M. 

30 Point D d'intersection de OM avec AC. 

49 Point D' d'intersection de OM avec A'C'. 

En désignant par DT et D'T' les tangentes en D et D' aux lieux décrits par ces 
points, on demande en outre les lieux géométriques des points d'intersection de DT 
avec les droites MC, MA et D'T'. (Montpellier.) 


536. ABC étant un triangle équilatéral, avec A, B, C commecentres, on décrit 
trois cercies (a), (B), (y) ayant le côté du triangle comme rayon. 

19 Sur (œ), on prend un point Ay, construire un triangle équilatéral Aj; B1C4 de 
méme orientation que ABC et dont les sommets Bj et C, sont situés respective- 
ment sur (B) et sur (y). On trouvera deux solutions. 

2° Montrer que l'un des triangles trouvés reste de grandeur constante quand 
Au se déplace sur (œ) et que ses côtés restent de directions fixes. Trouver le lieu que 
décrit son centre. 

39 Montrer que le second des triangles trouvés a son centre fixe ; trouver les 
lieux des milieux de ses cótés et les enveloppes des cótés. 

(École de Physique et de Chimie industrielles de Paris.) 


537. On considère, dans un plan P, deux droites parallèles D, A, un point F 
équidistant de ces deux droites. Les extrémités A, B d'un segment AB de milieu F 
sont situées respectivement sur D et A. On désigne par T les triangles équilatéraux 
ABC admettant pour cóté le segment AB. 

19 Déterminer, lorsque AB varie, le lieu des sommets C de ces triangles. On 
montrera que ce lieu se compose de deux droites perpendiculaires à D et A. 

29 Quels sont, dans les mémes conditions, les lieux des centres de gravité, des 
pieds des hauteurs des triangles ABC ? 

3e Montrer que les cótés BC, CA sont tangents à des paraboles de foyer F dont 
on précisera les tangentes au sommet. (Montpellier, 1936.) 


538. 19 Étant donnés deux cercles égaux, construire les centres des rotations 
d'angle égal à un droit qui transforment un de ces cercles en l'autre. 

Quel est le produit de deux de ces rotations de méme sens mais de centres 
distincts ? 


1 La numérotation des problémes de récapitulation ne fait, volontairement, 
pas suite à celle des exercices d'application qui terminent chaque chapitre de ce 
volume. 
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29 Un point variable M décrit un cercle (m) de rayon R. F étant un point fixe à 
une distance du centre d non égale à R, on construit le carré de sens direct FMSN. 
Montrer que les sommets N et S de ce carré, ainsi que son centre O, décrivent des 
cercles (n), (s), (o), dont on précisera les centres et les rayons. 

Montrer que la diagonale MN enveloppe une conique (c) d'excentricité 

d 
égale à R 

Quelle serait l'enveloppe de MN dans le cas particulier où F serait sur le cercle 
(m) ? (d = R). 

30 Revenant au cas général, la droite MN recoupe les cercles (m) et (n) respec- 
tivement en M' et N'. Montrer que le carré de sens direct F'N'S'M' qui admet 
N'M' pour diagonale a son sommet F' fixe. 

49 Soit M" le transformé de M’ dans le produit des deux rotations (F/, — 900), 
(F, — 909). Comparer l'aire du triangle FM'N' et la puissance de F par rapport au 
cercle (m) évaluée sur |a sécante FM". 

En déduire le produit des distances des deux points F et F' à la droite MN, et 
retrouver ainsi l'enveloppe (c) de cette droite. 

59 Montrer que le point de contact T de MN avec son enveloppe est un centre 
d'homothétie pour les deux carrés FMSN, F'N'S'M'. 

Construire les positions de M sur le cercle (m) pour lesquelles la droite MN 
est tangente à ce cercle. Discuter la possibilité de cette construction selon les valeurs 
de l'excentricité de (c). Lorsqu'elle est possible, construire le point T correspondant 
et en déduire que la courbe (c) est bi-tangente aux cercles (m) et (n) en des points 
situés sur le cercle de diamétre FF'. (Istanbul, 1950.) 


539. Dans un plan II, on considère deux droites u'u et v'v se coupant en Oet 
faisant un angle de 450. Sur u'u on porte un segment MN de longueur 2h et de milieu 
A distinct de O ; sur v'v on porte un segment PQ de longueur 24/2 h et de milieu 
B distinct de O. 

19 Déterminer dans le plan IL les similitudes directes qui transformentle vec- 
teur MN en le vecteur PQ ou en le vecteur QP ; pour chacune d'elles on étudiera 
l'angle de rotation, le rapport de similitude et le centre de similitude. 

29 Montrer que les centres l; et la des similitudes précédentes sont sur le cercle 
passant par O, A et B. 

30 Préciser la position de l4 et lg sur le cercle OAB ; en particulier, montrer 
que la droite le coupe en son milieu le rayon issu de A. 

49 On fait tourner PQ dans le plan II d'un angle droit autour de A ; préciser la 
position du segment RS obtenu. Déterminer le centre de la rotation qui trans- 
forme le vecteur PQ en le vecteur SR. (Lyon, 1949.) 


540, Soient A et B (AB — a) deux points qui resteront fixes dans tout le 
cours du probléme : un carré AMNP de grandeur et de position variables, tourne 
autour de son sommet fixe A. (Le sens du contour AMNP étant le sens trigonomé- 
trique.) 

19 On suppose ici que le carré AMNP varie de telle manière que : 

AN? = BM? + BP2, 

Dans ces conditions : 

a) Trouver le lieu du centre | du carré, ainsi que les lieux des points M, N, P. 
Ces différents lieux seront tracés sur une méme figure et définis avec précision. 

b) Construire le carré AMNP pour que la droite PN, supposée illimitée, passe 
par un point donné C. Discuter suivant la position du point C dans le plan. A quelle 
courbe la droite PN reste-t-elle tangente ? 
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29 On suppose maintenant que le carré AMNP varie de telle manière que la 
somme des carrés des distances de B à ses quatre sommets soit constante et égale à 
10AB? = 10a2. 

Résoudre alors les questions a) et b) proposées au 1° ; 


541. 19 Deux cercles qui sont situés dans un méme plan et qui ont pour cen- 
tres O et O! se coupent en A et B, Deux mobiles M et M’ parcourent respectivement 
ces deux cercles dans le même sens avec la méme vitesse angulaire constante « ; en 
outre ils passent en même temps en A, Montrer ` que le triangle AMM’ reste sem- 
blable au triangle AOO' ; que MM’ passe par B. Soit P un point de MM’ tel que 


— ait la valeur constante donnée m. Montrer que P décrit un cercle qui passe en 
PM' 

A et construire le centre de ce cercle. Si Q et Q' sont deux points qui partagent 
respectivement AM et AM' dans des rapports constants, montrer que la droite QQ' 
passe par un point fixe. 

29 On suppose maintenant que les deux cercles décrits par M et M' sont égaux. 
mais on ne suppose plus que M et M' passent en méme temps en une intersection 
des deux cercles. Montrer qu'il existe dans le plan des deux cercles un point | tel 
que le triangle MIM’ reste isocèle et semblable à lui-même. En déduire le lieu géo- 
métrique du milieu de MM’ et l'enveloppe de MM’. (Bordeaux.) 


542. Par le sommet A d'un carré ABCD de centre O, on méne deux droites 
perpendiculaires coupant l'une BC en P et CD en Q, l'autre BC en R et CD en S, la 
droite APQ restant intérieure à l'angle BAC. 

19 Montrer que les triangles AQR et APS sont isocèles. 

29 Soient H l'intersection de QR et PS, M le milieu de QR, N le milieu de PS, 
Quelle est la nature du quadrilatére AMHN ? 

39 Quels sont les lieux des points N et M lorsque APQ pivote autour de À dans 
les conditions indiquées au début ? 

. En déduire l'enveloppe de PS et de OR. 

On limitera les lieux et les enveloppes. 

49 Les quatre points A, M, H, N sont sur un cercle. Montrer que ce cercle 
passe par un point fixe autre que A et comparer le rayon de ce cercle au rayon du 
cercle circonscrit au triangle ORS. 

59 Lieu de H et lieu du centre du cercle inscrit dans le triangle ACH. On limi- 
tera les lieux. 

69 AH coupe SQ en U, AC coupe RQ en V et CH coupe RS en W.Montrer que 
les trois points U, V, W sont alignés, (Poitiers, 1948.) 


543. On donne dans le plan deux cercles (C) et (C^), de méme rayon R, tan- 
gents extérieurement entre eux en un point A. On appelle cercle (S) tout cercle 
du plan tangent au cercle (C) avec contact intérieur ou extérieur, et orthogonal au 
cercle (C^. 

19 Construire un cercle (S), connaissant son point de contact M avec le cercle 


(C). 

29 Construire un cercle (S), connaissant l'un de ses points d'intersection P et 
Q avec le cercle (C^. 

30 Construire un cercle (S) de rayon donné r ; discuter le probléme suivant la 
valeur de r. 

49 On suppose qu'un point K décrive la tangente commune (D) aux cercles (C) 
et (C) en A. 
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Montrer qu'il passe deux cercles (S) par chaque point K de la droite (D) et que 
ces deux cercles se coupent sous un angle constant. Quel est le lieu de leur deu- 
xième point d'intersection, K', lorsque K décrit la droite (D) ? 

(Espagne, 1950.) 


544. On désigne par (F) la famille des cercles d'un plan (P) qui sont vus d'un 
point fixe O de ce plan sous un angle constant. Soit (C) un cercle de la famille (F), 
soient A, B les extrémités du diamètre de (C) passant par O, | le conjugué de O 
par rapport à A et B. 

19 Montrer que la connaissance de | détermine le cercle (C), que l'on désignera 
dans la suite par C(I). 

29 Montrer que l'axe radical de C(l1), C(l2) est la médiatrice du segment lle. 

3e Montrer que, si C(I) est orthogonal à un cercle fixe (L) de centre L, | décrit 
un cercle de centre L et que le centre de C(I) décrit aussi un cercle. 

49 Montrer que l'axe radical d'un cercle C(I) orthogonal à un cercle fixe (L) 
et d'un cercle fixe, arbitrairement choisi, de la famille (F) est constamment tangent 
à une conique. (Strasbourg, 1947.) 


545. On considère les cercles (O) et (O^, dont les centres d'homothétie sont 
S et S’. Tout d'abord ces cercles restent fixes. 

19 Étant donné sur le cercle (O) un point P et sur le cercle (O^) un point P" 
tels que la droite PP'1 passe par l'un ou l'autre des points S ou S', soit S par exemple, 
sans que P et P'1 se correspondent par homothétie. 

Une droite variable passant par S coupe (O) en M et Mı, (O") en M' et Hi, de 
telle manière que M et M’ se correspondent par homothétie ` de méme M; et M'i. 

Lieu des points d'intersection des droites PM, P'1M'1 et des droites PM; et 
P'4M'. 

Lieu des points d'intersection des droites PM, P'1M' et des droites PMJ, et 
P'4M^. 

29 Soient donnés sur le cercle (O) un point P et sur le cercle (O^) un point P’ 
tels que PP' passe par S et que P et P' se correspondent par homothétie. 

Une droite variable passant par S' coupe (O) en M, (O^) en M’ de telle manière 
que M et M' se correspondent par homothétie. 

Lieu du point d'intersection de PM et P'M'. 

39 On suppose maintenant que le cercle (O) reste fixe et que le cercle (O^) 
varie en passant par deux points fixes A et B du cercle (O). 

Déterminer le cercle (O^) connaissant l'un des centres d'homothétie S. Discuter 
la nature de l'homothétie suivant la position de S sur la ligne des centres. 

Soient P un point fixe du cercle (O) et P', le point de (O^) qui est sur SP sans 
être homothétique de P. De même soit Q' le point de (O") qui est sur S'P sans être 
homothétique de P. 

Lieu des points P'1 et Q'1. 

Enveloppe des rayons des cercles (O^) passant par ces points. 


546. On donne dans un plan un cercle (C) de centre O et de rayon R et une 
droite (A) extérieure à ce cercle. On désigne par H la projection orthogonale de O 
sur (A) et l'on pose OH = d(d > R). On désigne par (y) tout cercle tangent à la 
droite (A) et orthogonal au cercle (C). 

19 A étant un point donné du plan, construire les cercles (y) passant par A. 
Discuter suivant la position de A dans le plan. 

Lieu des points par où il passe deux cercles (y) tangents entre eux. 

29 Soit M le point de contact d'un cercle (y) avec (A). On désigne par P le second 
point de rencontre de OM avec (y). Lieu de P lorsque M décrit (A). En déduire que 
les cercles (y) restent tangents à un cercle fixe (C^) que l'on construira et dont on 
déterminera le centre et le rayon. Lieu des centres des cercles (y). 
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3e La tangente en P au cercle (y) coupe (A) en I. Montrer que l'axe radical du 
cercle (y) et du cercle (C) passe par |. En déduire que (A) est l'axe radical des cercles 
(C) et (C^). Vérifier cette propriété en calculant la puissance du point H par rapport 
aux cercles (C) et (C). 

49 Le cercle de centre | qui passe par M coupe la droite OH en deux points E 
et F. Montrer que ces points sont fixes lorsque M se déplace sur (A). Construire les 
inverses des cercles (C) et (C^) et de la droite (A) dans l'inversion de pôle E et de 
puissance EF2, Comment se transforment les cercles (y) dans cette inversion ? 
Retrouver à l'aide de cette inversion le lieu des points par où passent deux cercles 
(y) tangents entre eux. (Maroc, 1950.) 


547. Soient O et O' les centres, R et R' les rayons de deux cercles fixes dans 
un méme plan. Deux diamètres MON et M'O'N' varient de telle sorte que MM” et 
NN' soient paralléles à OO'. Soient P l'intersection de MN et de M'N', Q celle de 
MN’ et de M'N, S la deuxième intersection des deux cercles MNQ et M'N'Q. 


19 Montrer que PQ passe par un point fixe. 

29 Lieu de P. 

30 Établir la relation qui lie les distances de Q aux perpendiculaires à OO! 
menées par M, M', N, N'. En déduirele lieu de Q. (On trouve un segment de droite, 
dont on ne cherchera pas les extrémités). 

49 Montrer que les deux triangles SMN et SN'M' sont semblables, En déduire 
le lieu de S. 

59 Montrer que P, S, O, O' sont sur un même cercle (variable). En conclure que 
l'intersection de PS et de OO' est fixe. 

69 Évaluer en fonction de R et R' le rapport des distances de Q et celui des 


distances de S aux deux diamètres MN et M'N’. En conclure que ÓPÓ' et QPS ont 
mêmes bissectrices, (Bordeaux, 1933.) 


548. On donne un cercle (C) de centre O. Soient AB un diamètre fixe de ce 
cercle et M un point fixe pris sur ce cercle. 

PQ étant un diamètre mobile, l'une des bissectrices des angles formés par les 
droites MP et MQ coupe PQ en D et AB en E, l'autre bissectrice coupe PQ en D' 
et AB en F’. 

19 Montrez que le cercle circonscrit au triangle DMD' est orthogonal au cercle 
(C). Lieu du centre | de ce cercle lorsque PQ tourne autour de O. 

29 Prouver que les cercles (y) et (Y') circonscrits aux triangles DOE et D'OE' 
sont orthogonaux. 

30 Établir que D' appartient à l'axe radical A des cercles (C) et (y). 

49 On suppose maintenant que M est le milieu d'un des arcs AB. Démontrer 
que les triangles DOE et D'OE' sont isocéles ; trouver le lieu du centre radical K 
des trois cercles (C), (y), (Y^) et le lieu de l'intersection, autre que O, des cercles 
(y) et (Y) lorsque PQ tourne autour de O. (Grenoble, 1950.) 


549. 19 On appelle angle d'une droite et d'un cercle, l'angle aigu formé par 
cette droite et la tangente au cercle en un point d'intersection. 

Prouver que le lieu géométrique des points M du plan de deux cercles 
(O1) et (Og), tels que leurs polaires par rapport à (O1) et (O2) coupent respectivement 
ces cercles sous des angles égaux, est un cercle (Q) de centre Q. Discuter en 
donnant à (O1) et à (Og) toutes les positions relatives possibles. 

29 Calculer la puissance du pied H de l'axe radical de (O1) et (Os), supposés 
extérieurs l'un à Vautre, par rapport au cercle (Q) et la comparer à 
(HO? — R$, R, étant le rayon de (O,). 


QO 
Calculer le rapport o en fonction de R3 et Ra (rayon de (Og)). 
2 
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3° Un point M décrivant le cercle (Q) du paragraphe 29, trouver et 
comparer les lieux géométriques des pieds H et Ha des polaires de M par rapport 
à (O1) et (Os). Établir que la droite H1He est parallèle à O1O2. 

Trouver le lieu du milieu de Hals, 

49 Construire les points du plan de trois cercles (Oi), (Os) et (Og). 
tangents extérieurement deux à deux, tels que leurs polaires par rapport à ces 
cercles coupent respectivement ceux-ci sous un méme angle. 

Caractériser la position des points trouvés par rapport au cercle circonscrit 
au triangle O10203. i 

(Ecole normale de l'enseignement technique.) 


550. On considère deux axes rectangulaires x'Ox, y'Oy et on donne sur Ox 


les points A, l, l” par leurs abscisses Ol = m, OU = — m, OA = a (on suppose 
a et m positifs avec a > m). Un cercle variable (y) passe par l, l' et coupe y'y en P et 
P' ; les droites AP, AP’ recoupent respectivement le cercle Genf, T’. 

19 Démontrer que la polaire (A) de A par rapport à (y) passe par un point fixe 
B qui est l'orthocentre du triangle APP'. Donner de cette polaire (A) un tracé uni- 
quement à l'aide de la règle. Démontrer que le point A a méme puissance par rapport 
aux cercles (y) et au cercle de diamétre BO. 

29 On transforme la figure par inversion en prenant A pour centre et (a? — m?) 
pour puissance d'inversion. Construire les inverses de l'axe y'y, d'un cercle (y) et de 
la polaire (A). Quel est, quand (y) varie, le lieu de T et T” ? 

30 Les tangentes à (y) menées en P et P’ sont coupées par la polaire (A) respec- 
tivement en M et M'. Montrer que TM et M'T' sont des tangentes à (y) et que ces 
droites coupent Ox en un point fixe F dont on donnera la position sur le segment 
BA. En déduire le lieu de M et M'. 

49 On suppose dans ce qui suit que les points | et |! sont confondus avec O 
(m = 0) ; construire la courbe (IT) lieu de M dans ce cas particulier. Donner l'équa- 
tion de cette courbe par rapport aux axes xOy. 

La courbe (II) étant supposée matérielle et parfaitement polie, le point M,de 
masse négligeable, est attiré par un point J de Ox, d'abscisse OJ = 2a, par une force 
proportionnelle à la distance MJ. Quelles sont les positions d'équilibre de M ? 


551. On donne un cercle D de centre O et de rayon R, un diamètre 
fixe AB de ce cercle et le point fixe P, sur le prolongement de OA, tel que AP = R. 
Un diamètre variable coupe T'en M et M’ ; les droites PM et PM’ recoupent D 
en N et N'. 

19 Montrer que le cercle circonscrit au triangle PMM’ passe par le milieu C de 
OB. 

29 En faisant une inversion ayant P pour pôle et dans lequel le cercle T 
est invariant, montrer que la droite NN’ passe par un point fixe D de OA et que 
le cercle circonscrit au triangle PNN’ passe par un point fixe E de OA. Préciser la 
position de ces deux points. 

39 Soit Q le point de rencontre des droites MM' et NN'. Montrer que le lieu 
de Q est la polaire de P par rapport à T et que E est sur cette polaire. Quel lieu en 
déduit-on par l'inversion précédente ? 

mg, — z 
49 On pose DOQ = œ et ODQ = B. Etablir la relation 
5 tg œ = 3 tg B. 


Calculer tg œ et tg B de manière que le rapport ob ait une valeur donnée k. 
Discuter. 
59 Calculer, en fonction de œ, le rapport des aires des triangles PMM’ et PNN’. 


Entre quelles limites et comment varie ce rapport quand « varie ? (On ne construira 
pas de courbe représentative.) (Rennes.) 
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552. On considère un triangle ABC et le cercle circonscrit à ce triangle de 
centre O et de rayon R. 

On désigne par D, E et F les póles des cótés BC, CA et AB par rapport au cercle 
circonscrit. 

a) Construire par rapport à ce cercle les pôles œ et «1 des bissectrices de l'angle 
A du triangle ABC. Montrer que Og et Oa, sont les bissectrices de l'angle EOF. 
On construit de méme les pôles B et Bi, y et yı des bissectrices des angles B et C. 
Montrer que ces six points sont alignés trois à trois sur quatre droites dont on indi- 
quera les póles. 

b) On désigne par A la polaire du centre | du cercle inscrit dans ABC et par H 
l'inverse de I dans l'inversion de centre O, de puissance R2. Le cercle et les points B 
et C restant fixes, on suppose que A se déplace sur l'un des arcs BC du cercle. 
Trouver les lieux géométriques des points | et H et la courbe à laquelle A reste 
tangente. 


553. On considère un triangle ABC, ses médianes Ax, BB, Cy et son cercle 
circonscrit de centre O, que les médianes recoupent en A, B’, C’ respectivement. 

19 Montrer que les tangentes au cercle circonscrit aux extrémités des cordes 
AAT, BB’, CC’ se coupent respectivement en trois points P, Q, R alignés, 

29 On désigne par A1, B1, C1 respectivement les points d'intersection des 
tangentes au cercle circonscrit en B et C, C et A, A et B. Montrer que les droites 
A1P, B1Q, CIR forment un triangle dont les sommets sont respectivement alignés 
avec O et C4, O et A, O et B4. 

39 Les cercles de diamétres OA, OB, OC se recoupent respectivement deux à 
deux en Ce, A2, Bs. Montrer que les cercles circonscrits aux triangles AA1As, 
ABıB2, AC1C2 font partie d'un faisceau singulier dont on déterminera la tangente 
commune et la ligne des centres. (Lyon, 1951.) 


554. Soient x'Ox, y'Oy deux axes rectangulaires, A et B deux points fixes sur 
Ox, d'abscisses positives a et b (on supposera, dans les questions 10 et 20, a < b), 
P un point variable sur y'Oy, M l'intersection de la droite BP avec la perpendiculaire 
à Ox en A, enfin (C) le cercle de centre P et de rayon PM. 

19 Q et Q' étant les points de contact avec (C) des tangentes issues de B, trou- 
ver le lieu du point de rencontre de BP avec QQ’ quand P décrit y'Oy. 

29 Montrer que l'angle PBQ reste constant et en déduire le lieu de Q. 
, 29 Soit R un des points de rencontre de (C) avec la parallèle à Ox menée par P. 
Etablir géométriquement la relation qui existe entre a, b et les coordonnées x et y 
de R par rapport aux axes X'Ox et y'Oy. Déduire de là une construction de l'hyper- 
bole point par point, connaissant son équation réduite. 

49 Prouver par une voie analogue que le póle de la droite AM par rapport à (C) 
décrit une conique, dont on déterminera les éléments. (Dijon.) 


555, On donne dans un plan, un point fixe O. Soit (C) un cercle variable du 
1 
plan de centre Ï et de rayon égal Se OI. On désigne par (A) la polaire de O par 
rapport à (C), par J le point d'intersection de (A) avec Ol. 
| oj 
19 Evaluer le rapport —. 
OI 
20 On suppose que (A) passe par un point fixe A : 
a) Montrer que (C) reste orthogonal à un cercle fixe. 


b) Trouver le lieu del ; 
c) Trouver les lieux des points communs à (A) et (C). 
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30 On suppose que (C) passe par un point fixe B : 
a) Trouver les lieux de I et de J. 
b) Trouver l'enveloppe de (A). 
49 Construire (C), connaissant un de ses points B et un point A de (A). Discuter 
le nombre de solutions suivant la position du point A dans le plan, les points O et B 
étant supposés fixes : déterminer, en particulier, la région du plan où doit se trouver 
A pour que le probléme soit possible, c'est-à-dire admette au moins une solution. 
(Montréal, 1951.) 


556. On considère un cercle fixe de centre O de rayon R, et un point fixe I 
intérieur à ce cercle et distinct de O ; on désigne par CD la corde du cercle perpen- 
diculaire à Ol. Un rayon lumineux issu d'un point A du cercle se réfléchit en I sur le 
diamétre OI et recoupe le cercle en B. 

19 Montrer que AB passe par un point fixe P lorsque A varie sur le cercle (O) ; 
M désignant le milieu de AB, montrer que AB est bissectrice de l'angle CMD. 

29 On désigne par y et 8 les points d'intersection du cercle (O) avec le dia- 
mètre OM. Les droites Cy et DS se coupent en œ, les droites Cà et Dy se coupent 
en B. Montrer que les points œ, B, y, Š sont les centres des cercles inscrit et exins- 
crits au triangle CMD. Lieux de ces points lorsque A décrit le cercle (O). 

3e Montrer que le cercle circonscrit au triangle CMD passe par les milieux des 
six segments o, «v, «8, By, B3, yë. Montrer que les cercles circonscrits aux 
triangles «By, Byd, ën, Bob sont égaux et donner la valeur commune de leur 
diamétre. Quels sont les lieux des centres de ces cercles ? (Nancy, 1949.) 


557. On considère un point À et une droite (D). On désigne par (D) la paral- 
lèle à (D) menée par A, par (A) la parallèle à (D) et (D^) équidistante de ces deux 
droites, par 2a la distance de (D) et (D^). 

A tout point M de leur plan, on fait correspondre le point M' de AM, conjugué 
harmonique de M par rapport à A et au point d'intersection de AM et (D). 

19 Montrer que lorsque M décrit une droite (8), M' décrit une droite (37), 
qu'on appellera homologue de (8). Montrer qu'en général (8) et (8') coupent (D^) 
en deux points symétriques par rapport à A. Cas de (8) paralléle à (D). 

29 Étudier les homologues de deux droites (3) parallèles, de deux droites (8) 
se coupant sur (A). 

Montrer que trois points dont l'un est le milieu du segment formé par les deux 
autres ont pour homologues trois points formant une division harmonique avec le 
point d'intersection de la droite qui les porte et de (A). 

30 On suppose que M décrit un cercle (C), de centre A, de rayon R. Montrer 
que M’ décrit une conique (T), de foyer A et de directrice (A). Étudier la nature de 
cette conique. 

49 Montrer que le centre de (T°), s'il existe, est l'homologue du pôle de (A) 
par rapport à (C). 

50 En utilisant la correspondance entre (C) et (TI), déterminer le lieu des 
milieux des cordes de (T) parallèles à une direction donnée. (Caen, 1947.) 


558. Soient un cercle (O) de centre O, de diamètre AB — 2R, et la tangente 
MT en un point M variable de ce cercle. On transforme la figure par une inversion 
de pôle A, de puissance 4R2. 

19 Lieu du centre œ du cercle inverse de la tangente MT. 

29 A quelle courbe les droites inverses des cercles de centre M, passant par À, 
restent-elles tangentes ? 

30 Soit A la tangente en A au cercle (O). On considère un cercle variable (C) 
de centre C, tangent à A et au cercle (O), puis le cercle (C^) de centre I, inverse de 
(C) dans l'inversion précédente. Trouver les lieux des centres Ï et C. 
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49 Exprimer en fonction du rayon x du cercie (C), le carré y de la distance C I, 
Étudier les variations de y comme fonction de x. (Nancy, 1952.) 


559. 10 On donne un cercle fixe (S) et un point fixe F. Un cercle variable (C) 
passe par F et est tangent à (S) en un point variable M ; lieu du point de concours des 
tangentes à (C) en M eten F. 

29 Construire le cercle (C^) tangent à (S) et tangent à (C) en F. Soit M' le 
point de contact de (C^) avec (S) ; montrer que MM’ passe par un point fixe quand 

C) varie. 
3e Transformer cette derniére propriété par une inversion de póle F. Déduire 
de cette inversion que la somme ou la différence (suivant les cas de figure) de 


1 1 
S et T est constante, R et R' étant les rayons de (C) et de (C'). 


49 Les formules ainsi trouvées expriment une propriété des segments ayant 
pour origine un foyer d'une conique donnée et pour extrémité les points de ren- 
contre de la conique avec une sécante variable passant par le foyer. En donner une 
démonstration directe basée sur la définition commune des coniques. Démontrer 
que le second centre d'homothétie (autre que F) de (C) et (C) décrit une droite. 


560. On considère un cercle (C) de centre O, de rayon R = 2a4/2, un point 
fixe A tel que OA — 4a, le point B situé sur la demi-droite OA tel que OB — 2a ; 
puis les cercles (y), dont les centres o sont situés sur le cercle (C) et qui sont vus de 


T 
A sous l'angle 3 


19 Construire avec précision le cercie (C) et un cercle (y). 

Démontrer que tous les cercles (y) sont vus du point B sous un angle constant 
que l'on calculera. 

Lieux des points de contact des tangentes menées de A aux cercles (y) ? 

Enveloppes des rayons de ces cercles qui passent aux points de contact ? 

29 On élève la perpendiculaire à Ac en A ; elle coupe en T la tangente œT en 
€ au cercle (C). Le cercle (T) de diamètre œT coupe le cercle (y) de centre o en 
deux points M et M'. 

Démontrer que la droite MM’ passe par un point fixe ! de OA et que les cercles 
(y) coupent orthogonalement un cercle fixe de centre I. 

(On pourra établir au préalable que les projections de «A et œM sur «T sont 
dans un rapport constant). 

30 On considère deux cercles (y) et (y^) dont les centres œ, «' sont alignés 
avec A. Démontrer que (y) et (Y^) sont homologues dans une inversion de centre A 
et de puissance constante que l'on calculera, et que B et ! sont homologues dans cette 
inversion. (Lyon, 1951.) 


561. Soit un segment fixe AB de milieu O et de longueur donnée 2a. 

On considére les cercles (C) tangents en A à la droite AB et les cercles (D) 
tangents en B à la droite AB. 

19 Déterminer le centre D du cercle (D) orthogonal à un cercle donné (C) de 
centre C. On montrera d'abord que D est sur la perpendiculaire à BC passant par O, 

Quelle relation existe-t-il entre les rayons de deux cercles orthogonaux (C) et 
(D)? 

29 Quelles sont les transformées des cercles (C) et des cercles (D) dans l'inver- 
sion de pôle A et de puissance 4a? ? Préciser en particulier les transformées de deux 
cercles orthogonaux (C) et (D). 

Trouver le lieu des points d'intersection P et Q de deux cercles orthogonaux 
(C) et (D). 
Examiner comment varie la droite PQ. 
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39 Montrer qu'il existe un cercle (w) tangent en P au lieu de P et en Q au lieu 
de Q. 

Trouver le lieu du centre œ du cercle (œw) puis l'enveloppe de la droite des 
centres des cercles orthogonaux (C) et (D). (Besançon, 1947.) 


562. Soient MAB un triangle, y le cercle circonscrit, O le milieu de AB ; O la 
deuxième intersection de MO avec y ; P la deuxième intersection avec y de la paral- 
léle à AB menée par Q ; o l'intersection de AB et de la tangente à y en M. 

19 Montrer que MP et MQ ont les mêmes bissectrices que MA et MB, que AB 


est bissectrice de MOP, que le pôle de AB par rapport à y est sur MP, que la polaire 
de œ est MP, que 


OM.OP = OA? 
29 A et B restant fixes, on suppose que M varie (dans un plan qui contient A et 


MA 
B) de telle sorte que ME reste constant. Quels sont alors les lieux de P et Q? 


Montrer que w est fixe, ainsi que l'intersection o” de AB avec la tangente en Q 
au cercle v. 
Étudier le lieu H de l'intersection de oM et de ei. (Maroc.) 


563. On donne deux droites fixes (À) et (D) parallèles entre elles et un point 
fixe A sur D. Un cercle variable (y) passe par A et est tangent en K à A. 

19 Lieu du centre œ de ce cercle. 

29 Ce cercle recoupe D en un deuxième point P. Montrer que la droite PK 
passe par un point fixe |. En déduire que la tangente en P à (y) reste tangente à un 
cercle fixe (C) de centre l. 

39 Un cercle (y) étant donné, montrer qu'il existe deux cercles Ge) et Ge) de 
centres e” et œ” passant par À, tangents à À et orthogonaux à (y). 

49 On considère l'un d'eux, (y^). Soit P' le point autre que A où (y^) coupe D. 
Montrer que les tangentes en P et P' respectivement à (y) et (y') sont perpendicu- 
laires. Lieu de leur point de rencontre M quand (y) et par suite (y^) varient, 

59 On effectue l'inversion de centre A qui transforme la droite À en le cercle 
(C). Comment sont transformés deux cercles (y) et (Y^) orthogonaux ? En déduire 
le lieu de leur deuxiéme point de rencontre B autre que A. (Caen, 1950.) 


564. On donne dans un plan deux points A et A' et le milieu O de AA'. 
(AA' — 20). 

19 On fait passer par A deux droites rectangulaires (A) et (A^). Construire un 
cercle (I) passant par A’ et tangent à (A) et (A'). Trouver, quand (A) et LA") 
varient, le lieu du centre de (T), les lieux des points de contact M et M’ de (T) avec 
(A) et (A) et l'enveloppe de MM’. 

29 On fait passer par A et A deux cercles orthogonaux (C) et (C^) de centres 
o, €. 

On pose ww’ = d. On désigne par N et N’ les points de contact de (C) et (C^) 
avec une tangente commune (D). Trouver les lieux des points N et N' quand (C) et 
(C) varient en restant orthogonaux ` montrer que NN’? = 2ad. 

30 Etudier les variations de y = NN'2 en fonction de x = Oo (supposé > 0) 

courbe représentative, (Il est permis, dans cette question, de prendre a — 1). 
(Lyon, 1951.) 


565. On donne dans le plan deux droites fixes D et E parallèles et un point 
fixe O. On méne la perpendiculaire issue de O aux deux droites et l'on désigne par 
A et B ses points de rencontre avec D et E. On suppose 

OA = AB = a. 
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On appelle (C) un cercle quelconque tangent à D et E respectivement en M et 


19 Courbes tangentes aux axes radicaux d'un cercle variable (C) associé soit 
au cercle de diamètre OA, soit à celui de diamètre OB. 

29 La polaire de O par rapport à un cercle (C) rencontre MN en Q. Lieu du 
point Q quand (C) varie. Courbe tangente à cette polaire. 

39 P étant un point donné du plan, déterminer ceux des cercles (C) par rapport 
auxquels O et P sont des points conjugués. Discuter suivant la position du point P 
dans le plan. 

49 Quelle est l'inversion qui fait correspondre aux droites D et E les cercles de 
diamétre OB et OA ? 

Construire le cercle (F) inverse du cercle (C). Lieu du centre de (F) quand (C) 
varie. Montrer que la droite qui joint les inverses des points M et N passe par un 
point fixe quand (C) varie. Indiquer, relativement aux cercles (F), une propriété 
du cercle inverse de la médiatrice de AB. (Alger, 1947.) 


566. On donne deux cercles (T) et (I^) ; soient R et R’ leurs rayons, d la 
distance de leurs centres O et O”, (y) l'inverse de (T) dans l'inversion (O', R'2) et 
(y^) l'inverse du cercle (T) dans l'inversion (O, R2). 


19 Calculer en fonction de R, R' et d les rayons r et r' des cercles (y) et (y^). 


Désignant par œ et œw’ les centres de ces deux cercles, calculer Ow et O'o', 
le sens positif adopté sur la droite OO' étant le sens de O vers O'. 

29 Démontrer que si les rayons R et R' sont différents, la relation r — r' 
entraîne 

soit (1) | d? = R? + R'2 — RR', 
soit (2) d? = R? + R'2 + RR'. 

Énoncer et établir la réciproque. Montrer que dans chacune de ces deux hypo- 
thèses les cercles (T) et (I7) se coupent et, A désignant alors l'un de leurs points 
communs, calculer, dans chacun de ces deux cas, l'angle OAO'. 

39 Montrer que dans l'une des deux hypothèses (1) ou (2) les cercles (y) et (y) 


o0 
sont confondus. Calculer alors la valeur du rapport — et dire quelle position 


oo 
remarquable occupe alors le point œ. (Paris, 1951.) 


567. Étant donnés un cercle (C) de centre O, de rayon R et une droite (D) 
de son plan située à une distance OH = 2R du centre, on appellera (Y) tout cercle 
tangent à (D) et orthogonal à (C). 

19 Construire un cercle (y) de rayon donné r. Discuter. 

29 Construire un cercle (y) passant par un point donné A de (C). Discuter. On 
trouve en général deux solutions (y1) et (ys) dont on évaluera les rayons rı et rg 
en fonction de R et de l'angle HOA = 0. On exprimera facilement r1 et re à l'aide 
T 
y 

30 Construire un cercle (y) tangent à (D) en un point B. Que devient la solution 
si B s'éloigne indéfiniment sur (D) ? 

49 Prenant H pour origine et pour axes des abscisses et des ordonnées HO 
orientée positivement vers O, et (D), trouver une relation entre les coordonnées 
(x, y) du centre d'un cercle (y) et R. En déduire, lorsque (y) varie, le lieu géomé- 
trique de son centre, et montrer que (y) reste constamment tangent à un cercle 
fixe dont on précisera le centre et le rayon. 


T 
de R et de tg 5 t, et l'on achëvera le calcul dans les deux cas 0 = 3' 0 = 
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59 Construire l'inverse ri) de (y) dans l'une des inversions transformant (C) 
en (D), puis, considérant l'enveloppe des cercles (y^), retrouver les résultats du 
(49). (Nancy, 1947.) 


568. On donne une droite (D) et un cercle (C) de rayon a, tangent à la droite 
(D) en un de ses points |, et on considère l'ensemble de tous les cercles (T) qui sont 
tangents à la droite (D) et orthogonaux au cercle (C). 


19 Montrer comment on peut construire ceux des cercles (T) qui passent par 
un point donné du cercle (C). 

29 Montrer que les cercles (T) sont également tangents à un cercle fixe (G) 
qu'on déterminera. (Cette proposition se démontre facilement en transformant la 
figure par une inversion que l'on peut du reste choisir de différentes facons, On 
examinera successivement les diverses inversions susceptibles de conduire au 
résultat.) . 

30 En déduire le lieu géométrique des centres des cercles (I). 

49 Traiter le même problème en remplaçant les cercles (V) par une nouvelle 
famillle de cercles (T'') également tangents à la droite (D), mais coupant le cercle (C) 
sous un angle donné V. Calculer en particulier le rayon du cercle (G^) auquel les 
cercles (I^) resteront tangents. 


569. 19 Montrer qu'il existe une infinité d'inversions (S) qui conservent deux 
cercles C1 et Co d'un même plan [c'est-à-dire que chaque inversion (S) transforme 
Cı en C1, Co en C2}. Trouver le lieu de leurs pôles S. Montrer qu'il existe une infi- 
nité de cercles C qui sont conservés par toutes ces inversions. Existe-t-il des points 
possédant la même propriété ? 

29 Soient dans un méme plan deux points fixes A et M et une droite fixe A. 
On considére toutes les inversions (S) dont le póle S est sur A et dont la puissance 
d'inversion est SM2, c'est-à-dire les inversions qui conservent le point M et la droite 
A. Soit B l'inverse de A dans l'inversion de pôle S. 

Quel est le lieu de B quand S décrit A ? 

Soit y le cercle qui passe par S, M, B. Montrer que y coupe A et une infinité de 
cercles fixes sous des angles constants, que Y reste tangent à un cercle fixe œw, et 
que ce cercle œ est tangent à MA. Construire le point de contact de œ et de MA, le 
centre de o. Calculer la distance à M de ce centre, et le rayon de œw connaissant la dis- 
tance a deM à A et l'angle 0 de MA et A. 

Lieu H du centre de y. Ce lieu peut-il être une parabole ? 

Nota. — On peut chercher le lieu H avant l'enveloppe w. 

(Bordeaux.) 


570. On donne sur une droite trois points A, B, C pris dans cet ordre : 
AB = 2R, BC = a. Sur AB comme diamètre, on décrit un cercle (T) de centre O 
et de rayon R ; en C, on éléve la perpendiculaire (D) à AB. D'un point variable M 
pris sur (D), on trace les tangentes au cercle (T), qui touchent le cercle en P' et Q' 
et qui coupent respectivement en P et Q la tangente (T) en A au cercle. 

19 Montrer que la droite P'O coupe AB en un point fixe l. Les droites BP’ 
et BQ' coupent la tangente (T) respectivement en P" et Q". Comparer les longueurs 
AP et AP" ainsi que les longueurs AQ et AQ". 

29 On transforme par inversion le cercle (T) en la droite (T). P'O' devient un 
cercle (S). Montrer que ce cercle coupe AB en deux points fixes, Quels sont les 
points où (S) coupe (T) ? En déduire que, si M varie sur (D), le produit AP.AQ 
conserve une valeur constante, que l'on calculera. 

39 Soient (œ) le cercle circonscrit au triangle MPQ et Oʻ le centre du cercle 
exinscrit dans l'angle M de ce triangle. La droite MO rencontre le cercle (c) en un 
point u et la droite (T) en un point œ. Montrer que la division *MOO' est harmo- 
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nique ` trouver le milieu du segment OO", En déduire les lieux des points O'et y. 

49 Montrer que les cercles (o) sont tangents à une droite fixe et demeurent 
invariants dans une certaine inversion. On en déduira qu'ils sont tangents à un cerclo 
fixe et l'on indiquera quel est le lieu de leurs centres. (Aix-Marseille, 1952.) 


571. On donne dans un plan un cercle (C) de centre O et de rayon R. 


19 M étant un point quelconque du plan et (D) une droite quelconque passant 
en M dans le plan, construire les cercles (œ) et (B) passant par M et tangents à la 
droite (D) et au cercle (C). (On pourra utiliser une inversion de póle M.) A et B 
étant les points de contact avec (C), montrer que le cercle ABM est orthogonal à la 
droite (D) et au cercle (C). 

20 Soit M' le point diamétralement opposé à M sur le cercle ABM. Montrer que 
ie lieu de M', quand la droite (D) tourne autour de M, supposé fixe, est une droite 
(m). Quel est, dans les mémes conditions, lelieu du point de rencontre des tangentes 
en A et B au cercle (C) ? 

30 On suppose maintenant que (D) est une droite fixe passant à la distance 


R 
OH — 5 de O et que M est un point de (D) à la distance HM — x de H. Calculer, 


en fonction de R et x, les rayons des cercles (œ) et (B). Comment varie le rapport de 
ces rayons quand M décrit (D) ? Dans les mémes conditions trouver les lieux des 
centres des cercles (x) et (B). (Paris, 1951.) 


572. On donne un cercle U de centre O, de rayon k, un diamètre AB de ce 
cercle et l'on considère l'inversion de centre A et de puissance 4k2. 

19 Inverse de D. On prend sur T un point quelconque M et l'on considère 
l'inverse C de la tangente en M à T. Quel est cet inverse ? Lieu de son centre quand 
le point décrit L. 

29 Soit toujours M un point de F ; montrer qu'il existe deux cercles C' et C" 
(inverses de tangentes à I") orthogonaux au cercle C (inverse de la tangente en M 
à T). Quel est le lieu des points d'intersection de C et C', de C et C" quand M décrit 
T? 

3° Le plan de T étant orienté, on fixe la position de M sur ce cercle par l'angle 
(OA, OM) = ọ. La notation (OA, OM) désigne l'angle dont le côté origine est OA 
et le côté extrémité OM. On prendra @ compris entre — x et — rm. 

Soient R, R' et R" les rayons respectifs des cercles C, C' et C" ; calculer, en 

" 


H 


fonction de œ, le rapport — . Étudier les variations de ce rapport quand M 
parcourt T. 
R' + R' ; 

= A, OU À désigne un 


Déterminer la position de M de maniére que 
nombre positif donné. Discuter. (Indochine, 1949.) 


573. Deux cercles (C) et (C^), de centres O et O', de rayons R et R' sont 
tangents extérieurement en A. La droite OO” recoupe (C) en K et (C^) en K’. On 
appelle (T) tout cercle tangent à (C) et à (C^). 

19 Soient M et M’ les contacts de (T`) avec (C) et (C^). Démontrer que la droite 
MM’ passe par un point fixe S. En déduire la construction d'un cercle (T). 

29 De S on mène une tangente à (T). Quel est le lieu (L) du point T de contact 
quand (I) varie ? Réciproquement, T étant donné sur (L), combien existe-t-il de 
cercles (T) tangents en T à la droite ST ? Effectuer la construction de ces cercles. 

39 On transforme la figure dans une inversion de pôle A et de puissance 


AK.AK' ` construire avec soin les transformées de (C), (C^), (P) et (L). 
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49 Quel est le lieu des centres o des cercles (T) ? Prenant OO’ pour axe des x 
et la médiatrice du segment OO pour axe des y, donner l'équation de ce lieu. Cal- 
culer le rayon p de (T) en fonction de l'abscisse x de son centre œ. 

Discuter le nombre des cercles (T) ayant un rayon p donné, suivant la valeur 
de p. (La Réunion, 1951.) 


574. On considère, dans un plan, deux cercles (C) et (C^) de centres O et O’, 
de rayons R et R’ tangents respectivement en | et l’ à une droite fixe D. 


19 Montrer que, Ï et l’ étant fixes, si (C) et (C') se coupent en P et Q, la droite 


PQ passe par un point fixe J et que le produit JP.JQ est constant. 

29 On suppose maintenant que, (C) étant fixe, |! variable ,(C^) varie en coupant 
(C) sous un angle constant. 

Montrer par une inversion de pôle | par exemple, que les cercles (C^) appartiennent 
à deux familles, les cercles (C'1) de la première étant tangents à un cercle fixe (Yi) 
tangent en | à D et les cercles (C'2) de la deuxième étant tangents à un cercle fixe 
(Y2) tangent également à D en l. Les cercles (y1) et (y2) seront déterminés par leurs 
rayons ri et res exprimés en fonction' de R et de œ. Examiner les cas particuliers 


T 
œ = 0 et œ = —. 
2 


Lieu des centres O', des cercles (C'1) et des centres O'g des cercles (C'a). 


39 On suppose enfin que, | restant fixe, R varie, (C^) coupant encore (C) sous 
un angle constant a. 

A chaque valeur de R correspondent un cercle (y1) et un cercle (y2) ; R variant, 
les rayons de ces cercles, o et ra, varient. 

a) Montrer qu'à chaque valeur de R correspondent un cercle (C';) et un cercle 
(C'a) tangents à D en un point |” donné. 

b) Etablir que, si R varie, l^ restant fixe, les produits nb, rsR'a, RR'1, RR”, 
[R'1 et Ria désignant les rayons de (C^) et (C'2)] ont des valeurs constantes que l'on 
déterminera en fonction de Il” et de œ. 


T 
Donner les valeurs de ces constantes pour x = 0 et < = > 


575. Soient (C), (C') des cercles de rayons R, R' de centres O, O', tangents 
extérieurement en S. Ces cercles coupent la droite OO’ en S et respectivement en 
A et A’. Une tangente commune autre que la tangente D au point S coupe D au 
point P et la ligne des centres OO' en S' ; M et M' sont les points de contact. Soit T 
le milieu de OO", 

19 Montrer que le cercle de diamètre OO est tangent en P à MM’, Évaluer SS' 
et ST en fonction des rayons. 

20 Montrer que A, A’, M, M’ sont sur un même cercle (Q) dont le centre œ est 
diamétralement opposé à P sur le cercle de diamétre OO', et que les droites AM, 
A'M' se coupent en P' sur D. 

œ et B étant les projections de œ sur OO" et sur D, montrer que les quatre 
points S', P, T, B sont sur un méme cercle, ainsi que les quatre points S', P', œ, B. 

30 Les droites SM, SM’ recoupent (Q) en N, N'. Montrer que la droite NN' est 
perpendiculaire à D et que sa distance à S est égale à 2SP. (On pourra considérer le 
cercle circonscrit à SMP'M' et utiliser une inversion bien choisie.) Montrer que 
S'P' est l'axe radical de (Q) et du cercle-point S. 

49 En supposant la droite OO' et le point S fixes et les rayons variant de manière 
que R = R' = d (d étant une longueur donnée), déterminer le lieu de œw, l'enve- 
loppe de MM’ et l'enveloppe de Sp". (Dijon, 1951.) 
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576. On donne un cercle fixe (C) de centre O. 


1° Soit (D) une droite et M un point de cette droite, Construire les deux cercles 
tangents à la droite (D) au point M et tangents au cercle (C). On désignera par P et 
Q les points de contact respectifs du cercle (C) et de chacun des cercles cherchés, 

Les droites MP et MQ coupent à nouveau le cercle (C) en deux points P' et Q', 
dont on précisera les positions, remarquables, sur le cercle (C). 

Démontrer que le cercle circonscrit au triangle MPQ est orthogonal à (C) et 
à (D). Soit M’ le point diamétralement opposé au point M sur ce cercle circonscrit, 
Trouver le lieu du point M' lorsque, M et (C) restant fixes, la droite (D) tourne 
autour de M. 

29 On mène en P et Q les tangentes au cercle (C). Soit R leur point d'inter- 
section. 

Lieu du point R lorsque, la droite (D) étant fixe, M décrit cette droite. 

Lieu du point R lorsque le point M décrit un cercle (T) de centre O, la droite 
(D) étant astreinte à couper le cercle (I) sous un angle constant. 

Lieu du point M lorsque le point R décrit un cercle (T) de centre O, la droite 
(D) étant astreinte à couper le cercle (T7) sous un angle constant. 

39 On choisit comme axes Ox et Oy deux axes rectangulaires, Oy étant paral- 
léle à la droite (D). Le rayon du cercle (C) étant pris pour unité de longueur, on 
désigne par xo et yo l'abscisse et l'ordonnée du point M. 

Calculer, en fonction de xo et yo, les coordonnées des points P et Q, ainsi que 
celles des intersections P1 et Q1 de OP et OQ avec la droite (D). Donner la valeur du 


»- MP, 
ra riz = 
PP MQ 


(ou de son inverse). 


1 
49 Étudier les variations de z (ou de son inverse) en fonction de xo lorsque, la 
droite (D) se déplaçant parallèlement à l'axe Oy, le point M décrit la parallèle 
d'ordonnée à l'axe Ox yo == 2. (Strasbourg.) 


577. œ. AC, AC” étant deux droites fixes, AX une de leurs bissectrices, soient 
Yı et ya deux cercles qui varient en restant égaux entre eux, tangents aux deux 
droites AC et AC’ et centrés sur AX. On demande le lieu des points où y, et Y, 
touchent leurs tangentes communes parallèles à AX. 

B. Dans toute la suite du problème, C et C' sont deux cercles fixes qui se 
coupent en À et B. On sait qu'il existe une infinité de cercles D, orthogonaux à C 
et C”, dont les centres sont sur AB. 

19 Montrer que chacune des deux inversions qui transforment C en C' laisse 
invariant tout cercle P. 

29 Soient M et N les points où un cercle P coupe C ; M' et N' ceux où il coupe 
C’ (N étant intérieur à C”, et M’ intérieur à C). Montrer que, quand T varie, les 
droites qui joignent deux à deux les points M, N, M', N' passent chacune par un 
point fixe. 

39 Que devient la figure (cercles C, C’, F, points M, N, M’, N^) dansuneinver- 
sion de pôle B ? Montrer qu'il existe quatre cercles y1, ya, ya. Ya tangents à C et 
C' : le premier en M et N’ ; le deuxième en N et M' : le troisième en M et M' ; 
le quatrième en N’ et N (yı pouvant être exceptionnellement une droite). 

49 Montrer que quand T' varie la somme ou la différence des inverses des rayons 
de yı et ya est constante ; la calculer connaissant AB — a et les angles 0 et 0’ des 
deux cercles C et C' avec AB. 

59 Montrer qu'il existe deux cercles y et y’ qui passent en Bet sont tangents 
à v1 et y2 ; qu'en B ces deux cercles ont méme tangente et que cette tangente est 
fixe quand T' varie. 

69 Lieux des points de contact de y et y’ avec yı et y2. 


PROBLÈMES DE RÉCAPITULATION ET D'EXAMEN 541 


79 Calculer l'angle sous lequel doivent se couper C et C' pour qu'il existe un 
cercle qui passe en B et soit tangent à Y1, Ya, Ya. (Maroc, 1935.) 


578. Soient, dans un plan, C et C’ deux cercles fixes, extérieurs l'un à l'autre, 
Y les cercles tangents à C et C' avec contacts de même nature, Y' les cercles tan- 
gents à C et C' avec contacts de natures différentes. Soit, en outre, S le point de 
contact de deux cercles y tangents entre eux. 

19 Lieu de S quand varient les deux cercles Y tangents en S. 

29 Montrer qu'il passe en S deux cercles y’ qui se coupent entre eux (et qui 
coupent aussi les deux cercles y tangents en S) sous un angle constant quand S varie 
(le calcul de ces angles dans le cas général n'est pas demandé). 

39 Montrer que, dans une inversion de póle S, les deux cercles c et c', inverses 
des cercles fixes C et C', ont des rayons égaux et forment une figure dont la forme 
est invariable quand S varie. 

49 [a puissance de l'inversion étant positive et choisie pour chaque póle S de 
telle sorte que les rayons de c et c' aient une valeur fixe donnée r, on demande de 
trouver les lieux Q et UU des centres œ et oi decet c' et de montrer que la droite 
ww’ passe par un point fixe K. 

59 Application numérique. — Les deux cercles C et C' ont respectivement les 
rayons R = 1, R! = 3 ; la distance OO" de leurs centres est 14 ; et r = 2. Préciser 
les positions du lieu de S, de o, ei et K ; calculer la longueur ww’. 

69 indiquer brièvement (sans application numérique) comment se généralisent 
ces résultats quand S est l'intersection de deux cercles y qui se coupent sous un 
angle constant donné. 

79 Lieu des póles S des inversions qui changent C et C' en deux cercles de 
rayons donnés r et r' (la discussion n'est pas demandée). 

Nota. — Les candidats pourront utiliser la propriété suivante : Deux cercles 
qui ne se coupent pas peuvent par inversion étre transformés en deux cercles concen- 
triques. (Bordeaux.) 


579. On considère trois points fixes, P, A, B, situés sur une droite (D), A 
entre P et B, et une droite (A) mobile passant par P. On trace les deux cercles C1 
et C2 tangents à (A) et passant par A et B. Soient M1 et Ma leurs points de contact 
avec (A). Lorsque (A) tourne autour de P, on demande de répondre aux questions 
suivantes : 

19 Lieu des points M1 et Ma. 

29 Démontrer que le cercle Cs circonscrit au triangle AMM rencontre la 
droite (D) en un point fixe A’ autre que A. Déterminer ce point A’. 

30 Les droites BM; et BM2 coupent respectivement le cercle C3 en deux autres 
points Ng et No. Lieu des points N; et No. 

49 Lieu du point de rencontre des droites MiM2 et Ni No, 

59 On transforme toute la figure par inversion, le pôle d'inversion étant le 


point B et la puissance d'inversion étant BA.BP. Que deviennent les droites (D) et 
(A), les cercles C1, Co et Ca, les points N et Nə et le lieu du 49 ? 
(Syrie.) 


580. On donne dans le plan un axe x'Ox et sur cet axe deux points fixes 
S, S' d'abscisses respectives a, a’. Dans toute la suite du probléme, A et B sont les 
extrémités d'un diamètre variable d'un cercle donné (C) de centre O et de rayon R, 
et A', B' sont les points oü les droites SA et S'B coupent à nouveau respectivement 
le cercle (C). On supposera a positif, pour fixer les idées, et différent de R. 

19 On se place tout d'abord dans le cas où le point S’ est confondu avec le 
point S. 
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Montrer que le cercle circonscrit au triangle SAB passe par un point fixe | autre 
que S ; en déduire que la droite A'B' passe par un point fixe K. 

Montrer que le cercle circonscrit au triangle SA'B' est orthogonal au cercle (C) 
et qu'il passe par un point fixe |’ autre que S. 

Trouver les abscisses des points |, I^ et K. Quelle particularité présente la dis- 
position des points O, K, S, I^ ? 

29 Supposant encore S' confondu avec S, on méne les hauteurs du triangle 
SAB. 

Trouver leurs enveloppes et le lieu de leur point de concours. Montrer que le 
cercle circonscrit au triangle ayant pour sommets les pieds de ces hauteurs coupe la 
droite x'Ox en deux points fixes dont on déterminera les abscisses. 


39 On se place enfin dans le cas général où les points S et S' sont distincts, et 
l'on suppose a 4- a' différent de zéro. 
Montrer que le lieu géométrique du point M où se coupent les droites SA et 
S'B est un cercle ; trouver en fonction de a, a’, R, l'abscisse du centre de ce cercle 
et le rayon de ce cercle. 
Trouver le lieu géométrique du centre du cercle circonscrit au triangle MA'B'. 
(Toulouse, 1948.) 


581. On donne une sphére (S) de centre O et de rayon R, et un plan diamétral 
(IT) perpendiculaire au diamètre PP’. On effectue de P’ la projectionstéréographique 
de (S) sur (IT). 

19 Soient m et m’ deux points de (II) inverses par rapport à la sphère (S). IIs 
sont images de deux points M et M' de (S) par la projection stéréographique. 

On fera la figure dans le plan contenant les points P, P”, M, HU, m, m’. Sous quel 
angle se coupent les cercles passant l'un par P”, m, mi, l'autre par P”, M, M’ ? Du 
résultat précédent, montrer, en employant les propriétés de l'inversion, qu'on 
peut en déduire sous que! angle se coupent les droites MM' et mm'. 

Soient M et M! deux points de la sphère (S) tels que les deux droites MM’ et 
PP' soient parallèles. Peut-on affirmer que les projections stéréographiques m et m' 
sont inverses l'une de l'autre dans l'inversion de póle O et de puissance R? ? 


29 On prend dans le plan (II) deux axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, 
tels que le triédre Ox, Oy, OP soit direct, Au point M de la sphère (S) on fait corres- 
— 


pondre l'axe Ou du plan (II), support du vecteur Om, et orienté de O vers u. Le 
point M sera défini par les angles g = (Ox, Ou) (longitude) et 0 — (Ou, OM) compté 
positivement de Ou vers OP (latitude). On supposera =r < $ < x et 
T T 
—— < 9 < - 
2 nM 2 
d) Soient x et y les coordonnées de la projection stéréographique m du point 


ui 
M. En posant 2% = Sc 6, calculer en fonction de œ et de g la longueur Om et les 


coordonnées x et y. 

b) On suppose g = 8, calculer en fonction de œ les quantités x, 2R — x, y. 
Déterminer la relation y — f(x) qui lie les coordonnées de m. 

c) Construire la courbe (C) représentant la variation de la fonction y — f(x). 

39 On effectue sur (C) une inversion de centre O et de puissance R?. Comparer 
à (C) la courbe obtenue par cette inversion. (Maroc, 1949.) 


582. On considère, dans un plan P, une droite fixe A et deux points fixes A et 
B non situés sur À et placés d'un même côté de cette droite. La droite AB coupe A 
en un point œ. On désignera par a et b les longueurs wA et œB (a > b) et par 0 
l'angle aigu de AB avec A. 
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1° Construire les cercles passant par A et B et tangents à A en œ et B. Calculer 
leurs rayons en fonction de a, b, 0. Oü faut-il choisir le centre O d'un cercle passant 
par A et B pour que ce cercle coupe A en deux points p et v ? 

Quelle est alors la disposition des points a, B, u, v? 

Montrer que, pour que le cercle passant par À et B et qui a son centre sur la 
perpendiculaire menée de A sur A coupe A, il faut que 0 soit inférieur à un angle 
aigu g dont on calculera le cosinus. Cette condition sera supposée remplie dans ce 
qui suit, 

29 On considère les sphères 2; qui ont pour grands cercles les cercles du plan 
P passant par A et B. Montrer que les cercles (a) d'intersection de ces sphéres par 
un plan (x) perpendiculaire au plan P suivant A forment un faisceau à points limites. 

Comment se transforme la figure formée par le cercle (w) du plan P qui a pour 
diamètre œB et un cercle (o) dans l'inversion de centre œ qui laisse le cercle (a) inva- 
riant ? En déduire que toute sphère passant par le cercle (œ) est orthogonale à une 
sphére quelconque passant par un cercle (c). 

39 Soit S celle des sphères X dont le diamètre passant par A est perpendicu- 
laire à A. Elle coupe le plan (r) suivant un cercle (S). On considère l'inversion (A) 
de centre A qui laisse le cercle (S) invariant. Montrer que dans cette inversion les 
cercles (c) se transforment en cercles (e) découpés sur une sphère fixe par des 
plans passant par une droite fixe dont on précisera la position. (Bordeaux, 1952.) 


583. 19 Lieu du foyer F' d'une conique dont on donne un foyer F, le rayon 2a 
du cercle directeur et une tangente T. 

29 Construire une conique connaissant le foyer F, le rayon 2a du cercle direc- 
teur et deux tangentes T1 et Ta non parallèles. 

39 Discuter la construction précédente : en supposant a constant et les droites 
Tı et To fixes, on déterminera la région R du plan dans laquelle doit se trouver le 
point F pour que le probléme admette des solutions. Avec les mêmes hypothèses, 
trouver le lieu du foyer F”, lorsque le foyer F décrit un cercle ayant pour centre le 
point de rencontre P de T; et T2. Ce lieu se compose en général de deux courbes 
distinctes ; comment faut-il choisir T1 et To pour que ces courbes soient confondues. 

40 Étudier suivant la position de F dans la région R la nature des coniques cons- 
truites dans la deuxiéme question. On pourra supposer successivement 


PF « 2a et PF 2a. 


584. On considère trois points A, B, S fixes sur la droite x'x et le faisceau des 
cercles C du plan qui sont tangents à x'x en S. Les tangentes variables menées de 
A et B à C se coupent en un point M. 


19 Démontrer que le lieu de M est une conique de foyers A et B. Discuter le 
genre de cette conique suivant les positions respectives de A, B, S, et examiner, en 
particulier, ce qu'elle devient quand A ou B s'éloigne à l'infini. 

20 S étant entre A et B, déterminer les cercles C pour lesquels M est rejeté à 
l'infini. Retrouver ainsi la construction des asymptotes d'une hyperbole dont on 
connait les sommets et les foyers. 

39 On se place dans le cas où le lieu de M est une parabole. Montrer que la 
tangente en M à ce lieu passe alors par lé centre de C et que la polaire de M par 
rapport à C rencontre x'x en un point fixe. 

49 Déduire de ce qui précède des constructions simples de l'intersection d'une 
parabole et d'une droite, lorsque celle-ci est parallàle à l'axe, passe par le foyer ou 
par le sommet de cette parabole. 

59 Etant donnée une conique de foyers F, F' décrite par un point M, montrer 
que deux des quatre cercles tangents aux trois côtés du triangle FMF’ ont leurs 
centres sur deux droites fixes. A-t-on une propriété analogue pour ia parabole ? 
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585. On considère une inversion (D de pôle | et de puissance R?. Cette inver- 
sion transforme en lui-même tout point du cercle C de centre | et de rayon R. 

19 Comment un cercle T' orthogonal à C (c'est-à-dire le coupant à angle droit), 
est-il transformé par l'inversion (I) ? 

29 Soit C4 un cercle tangent à C en un point O. Montrer que les cercles ]' 
orthogonaux à C et tangents à C1 restent tangents à une seconde courbe fixe Ca : 
C étant donné, comment faut-il choisir C4 pour que Ca soit une droite ? Dans le cas 
général, Ca est un cercle. En désignant par R; et Ra les abscisses des centres c1 et ca, 
évaluées à partir de O sur le diamètre OO" de C orienté de O vers O’, établir la 
relation qui existe entre Ra et Re. 

30 Déterminer C1 de manière que la somme des carrés des inverses des rayons 


1 
des cercles C1 et C2 soit égale è— , a étant une longueur donnée. Discuter et 
a 


montrer que toute valeur de a inférieure à une certaine limite définit un couple 
unique de cercles C, et C, se correspondant. Que devient le couple pour 


a = =? 


2 R 
40 Dans le cas particulier, a = 7 déterminer le lieu du centre du cercle 


variable T' tangent à C1 et Cg. Soient T1 et To les points de contact de T' avec C1 et 
Ce. Étudier comment varie la droite Ta, 

59 Dans le cas général montrer que le lieu des centres des cercles T est une 
conique dont on précisera la nature suivant la valeur de a. 


586. On donne, sur une droite orientée, trois points fixes A, F, F' tels que 


AF = m, AF' = m',0 < m < m'. On appellera (F) le cercle de centre F, de rayon 
m, (F^) le cercle de centre F”, de rayon m’ et (C) tout cercle tangent à (F) et à (F^) ; 
C sera le centre de (C), P son point de contact avec (F), P' son point de contact avec 
F^). 
€) 19 Démontrer que le lieu de C se compose d'une ellipse et d'une droite. 
29 Démontrer que, si P et P’ sont distincts, la droite PP’ passe par un point 


fixe |. Qu'est le point | par rapport à (F) et (F^) ? Calculer Al en fonction de m 
et ml, 

39 Déduire du 29 une construction géométrique de l'intersection de l'ellipse 
(E) de foyers F et F' et passant par A avec une droite issue de F (ou F”). 

49 Qu'est le lieu géométrique du point de rencontre des tangentes en P et P' 
à (C) ? Déduire une construction géométrique des tangentes menées à (E) d'un point 
de la perpendiculaire en A à FF’. 

50 Que sont, dans l'inversion de pôle A et de puissance 4mm', les inverses de 
(F), (F^), (C) ? Qu'est l'inverse de la droite PP” ? 

Utiliser cette inversion : 

a) pour retrouver tous les résultats du 29 ; 

b) pour démontrer que les cercles (C) restent orthogonaux à un cercle fixe si P 


et P’ sont distincts ; calculer AK, K étant le centre de ce cercle. 
(Caen, 1950.) 


587. 19 Onconsidére une ellipse de foyers F et F', de grand axe 2a. Soient (C) 
le cercle directeur de centre F, M un point de l'ellipse, (T) le cercie de centre M 
passant par F”. 

Comment se transforment, dans une inversion de centre F”, le cercle (T) et la 
tangente en M à l'ellipse ? Préciser le centre du cercle transformé de cette tangente, 
et son lieu lorsque M décrit l'ellipse, la puissance d'inversion restant constante 
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29 On considère deux ellipses (E) et (E') de méme cercle directeur (C), dont on 
désigne les seconds foyers par F' et F”. 

Déterminer les points communs à ces deux ellipses. Montrer qu'il y en a tou- 
jours deux, et deux seulement, M et M'. 

Enveloppe de MM' lorsque, F' restant fixe, F" décrit un cercle (Q) [nécessaire- 
ment intérieur à (C)]. Cas où ce cercle (Q) passe par F”. 

39 On se place dans cette dernière hypothèse [cercle (Q) passant par F'] et 
l'on désigne par | et l’ les centres des cercles inverses des tangentes en M et M’ à (E), 
dans l'inversion de centre F' qui conserve (C). 

Montrer que Il" passe par un point fixe lorsque M varie sur (E). 

En déduire le lieu du point commun aux tangentes à (E) en M et M'. 

Montrer que le résultat obtenu peut étre établi indépendamment de tout ce qui 
précède, en considérant l'ellipse (E) comme projection d'un cercle. 

š (Caen, 1948.) 


588. On donne deux cercles (C) et (C^) de centres O et O”, tangents intérieu- 
rement au point A et de rayons respectifs 2R et R. On propose l'étude de la famille 
des cercles (T) tangents à la fois aux cercles (C) et (C^) à l'exclusion des cercles 
tangents en A. 

1? Le lieu des centres y des cercles (I) est une ellipse, que l'on déterminera. 

29 On considère deux cercles (T1) et (T'a) de centres yı et y2, appartenant à 
cette famille. Soient M1 et Ma leurs points de contact avec le cercle (C) et M'i et 
M'a leurs points de contact avec le cercle (C^). Démontrer que les droites MM, 
Miliz et omg concourent en un point D qui est pôle d'une inversion échangeant 
(T1) et (T2) et dont on déterminera le lieu. 

30 Construire les cercles (T) de rayon donné r. Discuter. L'un de ces cercles 
étant choisi, construire les cercles (X`) qui lui sont tangents. 

49 Démontrer qu'il existe un cercle orthogonal à tous les cercles (T). Déter- 
miner son centre et son rayon. En déduire le lieu du pied de la polaire de A par 
rapport aux cercles (F) sur la droite Ay quand y varie. Quelle est l'enveloppe de ces 


polaires ? (Caen, 1952.) 
589. 19 On donne un cercle (F) de centre F et de rayon R et un point fixe F’ 
de son plan. On pose FF' = 2c < R. Deux droites perpendiculaires se coupant en 


F' peuvent pivoter autour de ce point ; elles rencontrent le cercle (F) respective- 
ment en A et C, en B et D. | désignant le milieu du segment de droite AB, on 
demande d'évaluer la somme IF'? + IF? en fonction de R. Trouver le lieu du point 
1. En déduire que les côtés du quadrilatère ABCD restent tangents à une ellipse (E) 
dont on précisera les éléments essentiels : foyers, longueur du grand axe, longueur 
du petit axe, cercle principal. 

29 Réciproquement, on donne une ellipse (E) dont les foyers sont F et F', dont 
le grand axe a pour mesure 2a. On pose FF' — 2c. Deux demi-droites issues de F' 
forment un angle droit qui peut pivoter autour de ce point. Soit (t) une tangente 
quelconque à l'ellipse (E) ; elle coupe les cótés de l'angle droit respectivement en 
A et B. Soit, d'autre part, | le pied dela perpendiculaire abaissée de F sur (t). Montrer 
que si le point | est le milieu du segment de droite AB, les segments FA et FBont une 
valeur constante que l'on évaluera en fonction des éléments de l'ellipse. 

En déduire pour une position quelconque de l'angle droit, de sommet F' : 

a) la construction de la tangente unique à l'ellipse (E) rencontrant les deux 
cótés de l'angle respectivement en A et B, ces points étant équidistants du point F; 

b) la construction d'un cercle (F) et d'un seul tel qu'il existe une infinité de 
quadrilatéres convexes (Q) inscrits dans le cercle (F), circonscrits à l'ellipse (E) et 
dont les diagonales se coupent orthogonalement au point F'. 

3e L'ellipse (E) et le cercle associé (F) étant connus, on considére un quadrilatére 
ABCD appartenant à la famille des quadrilatéres (Q) découverte dans les deux ques- 


18 
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tions précédentes. Soient L, M, N, P, S, T les pôles respectifs des droites AB, BC, 
CD, DA, AC, BD par rapport au cercle (F), H le point d'intersection des droites 
AD, BC ; K celui des droites AB, CD. Montrer : 

a) que les points L, M, N, P appartiennent à un cercle fixe (T) inverse du cercle 
principal de l'ellipse (E) dans une inversion dont on précisera le póle et la puissance ; 

b) que les ensembles de points (H, K, S, T), (L, F”, N, H), (P, F', M, K) appar- 
tiennent respectivement à trois droites (A), (A"), (A") dont l'une (A) est fixe, les 
bissectrices des angles formés par les deux autres étant les diagonales du quadri- 
latére (Q) choisi ; 

c) que sur chaque droite (A), (A), (A^) les quatre points associés forment une 
division harmonique. (Bordeaux, 1950.) 


590. (E)est une ellipse donnée, de centre O, de foyers F et F'. On désigne par 
a le rayon du cercle principal (O) et par 2c la distance FF'. 

19 Soit H la projection de F sur une tangente (A) à l'ellipse (E). Soient M et M' 
les points de (A) définis par 

HM = HM’ = HEI, 

Rappeler quel est, lorsque (A) varie, le lieu de H. Calculer FM et FM' en fonc- 
tion de a et c. En déduire que, lorsque (A) varie, le lieu de M et M' est un cercle (C) 
de centre F. 

29 Soit I le point de rencontre des tangentes au cercle (C) en M et M’. Par quelle 
transformation simple peut-on déduire | de H ? Montrer que le lieu del est, lorsque 
(A) varie, un cercle (C"). 

30 Les droites rectangulaires F'M et F'M' recoupent respectivement (C) aux 
points P et P'. Montrer que les quatre côtés du quadrilatère MM'PP' sont tangents à 
(E). En déduire qu'il existe une infinité de quadrilatéres inscrits à (C) et circonscrits 
à (E), puis qu'il existe une infinité de quadrilatéres inscrits à (C") et circonscrits à (C). 

49 On désigne par K' le pied sur la droite FF' de la directrice associée au foyer 
F' [on rappelle que cette directrice est la polaire de F' par rapport au cercle principal 
(O)]. Montrer que F' et K' sont conjugués par rapport à (C). Montrer qu les trois 
cercles (O), (C), (C') appartiennent à un même faisceau à points limites. [A cet effet 
il pourra être utile de considérer le faisceau de cercles orthogonaux aux cercles (O) 
et (C)]. (Strasbourg, 1950.) 


591. On considère une ellipse de grand axe AA' = 2a, de petit axe BB' = 2b, 
de foyers F et F' (FF' = 2c) et les tangentes BT et B'T' menées aux extrémités du 
petit axe. Une tangente à l'ellipse rencontre BT et B'T' respectivement en P et P'. 

19 Démontrer que BP x B'P' = a°. 

29 Démontrer que le cercle circonscrit au triangle FF/P est tangent en P à la 
droite PP' et que le cercle circonscrit au triangle FF'P' est tangent en P' à cette 
méme droite. 

Démontrer que l'angle P'F'P reste constant quand la tangente PP' se déplace. 

Soit @ le symétrique de F par rapport à PP’. Démontrer que le quadrilatère 
F'PgP' est inscriptible. 

39 On suppose que b — c et l'on admet de plus que les points P, P' et F sont 
d'un même côté de la droite BB'. En désignant par x l'angle BPF', calculer les lon- 
gueurs F'P, F'P' et l'aire du triangle PEP, 

49 Si, dans l'expression de l'aire du triangle PF'P', on exprime sin x et cos x en 

; f t b? + t2 
fonction de tg x = t, on obtient une fonction y = ———————-. 

` 2t(1 — t) 

Étudier la variation de y en fonction de t et construire la courbe en portant en 
abscisses les valeurs de t et en ordonnées celles de y. Indiquer la partie de cette 
courbe répondant aux conditions indiquées au 39. (Lille, 1952.) 
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592. On considère une ellipse de foyers F et F' dans laquelle la distance focale 
FF' — 2c est égale à la longueur 2b du petit axe ; la longueur du grand axe est 2a. 

19 M étant un point quelconque de cette ellipse, calculer les longueurs MF = x 
et HEI = y en fonction de a et de l'angle FMF’ = œ, Quelle est la valeur maximale 
dea? 

29 Calculer, en fonction de x, y, œ puis en fonction de a et œ, la puissance du 
point M par rapport au cercle de diamétre FF'. Déduire de ce résultat l'expression 
de la puissance du point M par rapport au cercle principal ; quelle est la longueur 
de la corde du cercle principal perpendiculaire à OM ? O est le milieu de FF'. 

30 Les droites MF et MF' recoupent le cercle de diamètre FF” en P et P’ Calculer, 
en fonction de a et œ, la distance PP' et déterminer œ pour que la droite PP’ soit 
perpendiculaire à FF'. 

49 On considère les ellipses (E) dans lesquelles b — c, dont un sommet du 
petit axe est fixe et dont le foyer F décrit une droite (D). Trouver le lieu du deu- 
xiéme foyer ainsi que les enveloppes des deux directrices. (Maroc, 1943.) 


593. Dans une ellipse (E) on suppose fixes un foyer F et un sommet A du grand 
axe. 

19 Montrer que le lieu géométrique des sommets B et B' du petit axe est une 
parabole de foyer F. Distinguer les arcs correspondant aux ellipses (E1) ou (Eg) dans 
lesquelles A et F sont d'un même côté ou de part et d'autre du centre, 

29 Construire le centre O de l'ellipse (E) tangente à une droite donnée (D). 
Discuter et indiquer comment on doit choisir la droite (D) pour obtenir une ellipse 
(E1) ou (Eg). 

39 Appelant 0 l'angle OFB, établir la relation tg FAB — sin 0. 

En déduire, en utilisant le cercle de centre F de rayon FA et la perpendiculaire 
en F à FA, une construction géométrique simple des deux sommets B; et B» situés 
sur une droite passant par A convenablement choisie. 

49 Montrer que les ellipses (Ej) et (Eg) correspondant aux points B4 et Ba pré- 
cédents sont semblables. 


0 
Évaluer, en fonction de AF — p et des lignes trigonométriques de l'angle 2 


leurs demi-axes et leur rapport de similitude. Trouver le lieu géométrique du milieu 
I(x, y) de B1B2, en utilisant les axes de coordonnées rectangulaires AFx et Ay. 
(Lille.) 


594. 19 On considére une ellipse E de grand axe AA' et de foyer F (A et A' 
sont les sommets de E sur l'axe focal. A est le sommet voisin de F). Une tangente 
variable à cette ellipse perce en P et O les tangentes à E en A et A' ; montrer que 
l'angle QFP est droit et que le produit AP.A'Q est constant (trouver la valeur de 
cette constante). 

29 Inversement soient deux droites parallèles A, A’ et un point F compris 
entre A et À” ; un angle droit pivote autour de F, ses côtés rencontrant A et A" 
respectivement en P, Q. Trouver l'enveloppe de la droite PQ, Si f désigne la pro- 
jection orthogonale de F sur PQ, montrer que les triangles QFP et A'fA sont sem- 
blables ` lieu du point f. (A et A’ sont les projections de F sur A et A") 

30 FP prolongée coupe A’ en P”, FQ prolongée coupe A en Q' ; montrer que 
dans le trapéze PQP'Q' la somme des carrés des deux côtés parallèles est égale à 
la somme des carrés des deux côtés non parallèles. Inversement, prouver que dans 
un trapèze convexe qui possède cette propriété, les diagonales PP", QQ' se coupent 
à angle droit en un point F qui est foyer d'une ellipse inscrite dans le trapèze et 
ayant pour grand axe AA”, A et A' étant les projections de F sur les bases PQ' et 
QP”. 
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40 Montrer que les points de contact PQ et P'Q' avec E sont en ligne droite 
avec le point F. 


59 Posant œ = (FÁ, FP), trouver le minimum de la longueur PQ et le minimum 
de l'aire du trapéze. (Saint-Cyr.) 


595, A) On considére un point P variable sur un cercle fixe (C) et un point F 
fixe, extérieur à (C) et situé dans son plan. (A) étant une droite passant par P et 
située dans le plan de (C) on désigne par œ l'angle orienté (PF, A) défini à kr près 
et compté positivement dans le sens trigonométrique. « reste constant dans les trois 
questions suivantes. 

1e Montrer que l'on passe de P à la projection orthogonale Q de F sur (A) par 
une similitude ; en déduire le lieu de Q. 

29 Quand P décrit (C), la droite (A) reste tangente à une hyperbole (H) que 
l'on caractérisera par ses foyers et son cercle principal. Construire le point M de 
contact de (A) et de (H). [On pourra utiliser deux positions voisines de (A).] 

39 Le point de contact M de (A) et de (H) se trouve sur la circonférence tan- 
gente en P à (C) et passant par F : en déduire que (H) est tangente à (C) et construire 
les points de contact. 


B) Deux points P et P' décrivent, respectivement, deux cercles fixes (C) et 
(C^) d'un méme plan, extérieurs l'un à l'autre. On désigne par O et O’ les centres 


—- — 
de ces cercles et par œ l'angle orienté de vecteur (OP, O'P") défini à 2kx près 
et compté positivement dans le sens trigonométrique. 


1° Construire le centre de similitude des segments OP et O'P' (similitude qui 
transforme O en O' et P en P^) ; montrer qu'il est fixe quand œ reste constant et en 
déduire que, dans les mémes conditions, le lieu du point Q qui divise PP' dans un 
rapport donné à est un cercle (F). 

29 L'angle œ restant toujours constant, montrer que les droites PP' restent 
tangentes à une hyperbole (H). Que peut-on dire des cercles (T) quand À 
varie ? 

39 Les deux cercles (C) et (C^) restant fixes, quel est le lieu des foyers de (H) 
quand « varie ? Existe-t-il, sur ce lieu, des foyers d'hyperboles équilatères ? 

(Montpellier, 1949.) 


596. On donne deux cercles (C) et (C^) égaux et orthogonaux, de centres O et 
O”, de rayon R, se coupant en À et B. Soit | le milieu de OO’. Une demi-droite Ix 
coupe (C) en P et (C') en P’ ; OP et O'P’ se coupent en M. 

19 Montrer que le produit IP.IP* reste constant lorsque Ix tourne autour de l. 
On effectue l'inversion de pôle | et de puissance IA? ; que deviennent les cercles 
(C) et (C^) ? en déduire que le triangle MPP” est isocèle et que le cercle (y) circonscrit 
au triangle MPP' est orthogonal à un cercle fixe dont on précisera le centre et le 
rayon. 

29 Lieu géométrique du point M lorsque Ix tourne autour de | ; tangente en M 
à ce lieu. Lieu géométrique du point T diamétralement opposé à M sur le cercle (y). 

39 Un point Q décrit l'axe radical des cercles (C) et (CH, 

Lieux géométriques des points U et U' respectivement inverses du point Q 
dans les inversions de pôles O et O! et de méme puissance R2. Montrer que OU! et 
O'U se coupent en un point S de l'axe radical, conjugué harmonique de Q par rap- 
portà A et B. (Lille, 1950.) 


597. Soient deux axes rectangulaires Ou, Ov. Un point F du plan de ces deux 
axes a pour abscisse d, pour ordonnée d 4/3, d étant une longueur donnée. On con- 
sidére les ellipses ayant pour foyer F et pour tangentes Ou et Ov. 
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19 Déterminer les lieux du second foyer F' et du centre œ de ces ellipses. Mon- 
trer que leur petit axe reste tangent à une parabole. 

29 On désignera par x la distance du point O au second foyer F'. Calculer en 
fonction de d et x le demi grand axe, le demi petit axe, l'excentricité de l'ellipse 
correspondante ainsi que la distance FP du foyer fixe à la directrice attachée à ce 
foyer. Pour quelle valeur de x obtient-on l'ellipse d'excentricité minimale ? 

3e Soit D une droite du plan vOv parallèle à OF ; soit Q l'intersection de cette 
droite avec FF' ; montrer que le produit FP.FQ est constant. En déduire que la 
directrice relative au foyer F passe par un point fixe, qu'on déterminera. 

(Nancy.) 

598. On considère les hyperboles (H) qui ont une asymptote donnée D et un 
foyer donné F. 

19 Rappeler la disposition d'un foyer F d'une hyperbole et de la directrice asso- 
ciée À par rapport au cercle principal (qui a pour diamètre l'axe transverse). Où 
les asymptotes coupent-elles ce cercle ? 

29 F et D étant donnés, montrer que les cercles principaux des hyperboles (H) 
sont tangents à une droite fixe en un point fixe, et qu'il en est de méme des cercles 
directeurs qui ont pour centre le foyer F' de (H) autre que F. Quelle est l'enveloppe 
de la directrice A associée à F? Quelle est l'enveloppe de la deuxième asymptote de 
(H) ? Quelle est l'enveloppe de l'axe non transverse de (H) ? 

39 Construire (H) lorsqu'on donne, outre F et D : 

a) un point de la directrice A associée à F ; 

b) un point P de (H). Se ramener au cas a) et discuter suivant la position de P 
dans le plan ; 

c) une tangente à (H) (on pourra commencer par déterminer le point de 
contact de cette tangente). (Nancy, 1949.) 


599, On donne un point fixe F, une droite fixe D ne passant pas par F, et l'on 
considére les hyperboles (H) qui admettent pour foyer le point F et pour asymptote 
la droite D. 

19 Lieu du deuxième foyer F'. Enveloppes de la deuxième asymptote et de l'axe 
non focal. Que peut-on dire du cercle directeur relatif au foyer F' ? de la directrice 
relative à F ? 

29 Construire F’, sachant que (H) satisfait à l'une des conditions supplémen- 
taires : 

a) (H) a une excentricité donnée ; 

b) (H) est tangente à une droite donnée ; 

c) (H) passe par un point donné M. | 

Dans le dernier cas, le problème admet deux solutions. Comment choisir M 
pour que les deux hyperboles se coupent orthogonalement au point M ? 

(Brésil, 1950.) 


600. On considère un cercle fixe (O) de centre O et de rayon R, et un point 
fixe A tel que OA = 2R, On désigne par (C) un cercle de centre C passant par À 
et tangent au cercle (O). 

19 Quel est le lieu du centre C ? On précisera les éléments remarquables de ce 
lieu : foyers, centre, axes, sommets, directrices, excentricité,... 

20 On désigne par M le point de contact des cercles (O) et (C) : les tangentes 
en À et M à (C) se coupent en P. Quel est le lieu de P ? 

Montrer que ce lieu peut se déduire de la polaire de A par rapport au cercle (O) 
au moyen d'une transformation trés simple. 

3° Une droite arbitraire ayant été menée par A, il existe en général deux cercles 
(Cr) et (C2) ayant leurs centres sur celle-ci, passant par A et tangents au cercle (O). 
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Soient M, Ma les points de contact du cercle (O) avec (C1) et (Ca) respectivement. 
Quel est le lieu du point Q où MıMə coupe la ligne des centres C1Cz lorsque 
celle-ci varie (en passant toujours par A) ? 
49 On désigne par (C7) et (C^) deux cercles tangents à (O) et se coupant en A 
sous l'angle donné V. Quel est le lieu de leur second point d'intersection ? Donner 


T 
une construction précise de ce lieu lorsque V est droit, puis lorsque V = 3 


(Nancy, 1950.) 


601. On donne un cercle (C) de centre O, de rayon a, et un point fixe F exté- 
rieur au cercle (C) ; on pose OF — c. 

19 Soit y la perpendiculaire en O à OF. Au point œ variable sur y on associe 
le cercle (À) de centre œ qui se déduit de (C) par la similitude de centre F qui 
transforme O en o. Construction précise de ce cercle ; démontrer que les cercles (2) 
sont vus de F sous un angle constant 2a. 

29 Soit F' le symétrique de F par rapport à y : le cercle oFF' coupe (3) en deux 
points M, M’, Soit | l'intersection de y et de la droite MM'. Démontrer que le 


ol 
rapport —— est constant. 


wO 

Si P est la projection de F sur la tangente en M au cercle (A) ,démontrer que P 
est sur le cercle (C). 

3° On considère l'hyperbole (H) de foyers F et F’ qui passe en M et M’. Démon- 
trer qu'elle est tangente en M et M’ au cercle (À). Quel est son cercle principal ? 
Que peut-on d're de cette hyperbole quand (à) varie ? 

49 La droite or coupe MM' en K ; montrer que K est le pied de la polaire de F 
par rapport à (à) ; lieu du point K lorsque (à) varie. (Lyon, 1951.) 


602. On donne deux cercles fixes (O) et (O^), égaux, de rayon R et tangents 
extérieurement en A. A un point M de (O) on fait correspondre le point M' de (O") 
te! que 


— — > T 
(OM, O'M') = + ER 
A) 19 Dans quelle transformation se correspondent les points M et M’? 
Montrer que la médiatrice de MM’ passe par un point fixe. 
29 Lieu du milieu | de MM’. Montrer que l'enveloppe de MM’ est une courbe 
(H) dont on précisera les éléments remarquables: centre, axes, foyers, excentricité,... 
39 Montrer que cette courbe (H) est bitangente aux deux cercles (O) et (O^). 
49 Si l'on désigne par F et F” les foyers de la courbe (H), F’ étant le point tel que 
l'angle MF'M' ne soit pas droit, démontrer que l'aire du triangle MF'M' est cons- 
tante. 


B) Soient Ax et Ay deux axes perpendiculaires, Ax porté par O'O et orienté 
de O' vers O et Ay perpendiculaire à O'O. 
a) On considère un point P de coordonnées (x, y). Soit P' le transformé de P 
2 


dans l'inversion de centre A et de puissance 3 Exprimer x et y en fonction des 


coordonnées X, Y de P' et de R. 
b) On transforme par l'inversion précédente la courbe (H) trouvée en (29). 
On obtient une courbe (L). Présente-t-elle des points à l'infini ? Préciser ses éléments 
de symétrie, ainsi que les tangentes paralléles aux axes et les tangentes à l'origine. 
Faire un tracé de la courbe (L). 
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Trouver l'équation de la courbe (L) en utilisant (a). On écrira d'abord l'équation 
de (H) et ensuite on cherchera celle de (L). (Nancy, 1951.) 


603. On donne deux axes rectangulaires x'Ox et y'Oy. A et A' sont 
deux points fixes de l'axe x'Ox, symétriques par rapport à l'origine. On pose 


OA = — OA' = a > 0. On considère un cercle variable (C), de centre C, pas- 
sant par les points fixes A et A'. M est l'un des points du cercle (C) oü la tangente à 
(C) est parallèle à y'Oy. 

19 En exprimant de deux maniéres différentes la puissance par rapport à (C), 
de la projection orthogonale IN de M sur x'Ox, trouver une relation entre les coor- 
données x et y de M, indépendante de la position du point C sur y'Oy. En déduire 
le lieu (H) du point M lorsque (C) varie. 

29 On se propose de déterminer la tangente à la courbe (H) en M, sans utiliser 
le résultat précédent : on considère une autre position C' du point C, le cercle (C^) 
correspondant ; on prend le point M' du même côté de y'Oy que M. Montrer que 
la droite MM’ passe par le centre d'homothétie positive | des cercles (C) et (C"). 
Montrer que le cercle de diamètre lj passe par A et A’, J étant le centre d'homothétie 
négative de (C) et de (C^). En déduire que lorsque C’ tend vers C la droite MM’ tend 
vers MP, P étant le pôle de la droite AAT par rapport au cercle (C). En déduire que 
la tangente en un point M d'une hyperbole équilatére et la droite qui joint M au 
centre de l'hyperbole, sont également inclinées sur ses asymptotes. 

39 Sans utiliser le résultat du 19, déterminer les cercles (C) tels que les points 
M correspondants soient sur une droite donnée (D). Quand (D) coupe y'Oy en un 
point K, on pourra construire d'abord un cercle (y), homothétique du cercle (C) 
cherché dans une homothétie de centre K. Discuter le nombre de solutions. 


49 Soit F le point de x'Ox d'abscisse OF = a4/2. On considère les cercles (c) 
passant par F et centrés sur x'Ox. Montrer qu'à tout cercle (C) on peut associer 
deux cercles (w1) et (w2) de la famille des cercles (w) tangents à (C) respectivement 
en T; et T2 ; montrer que la médiatrice de FT; ou de FT2 enveloppe, lorsque le cercle 
(C) varie, un cercle dont on déterminera le centre et le rayon. On aura avantage à 
considérer une inversion de centre F. (Lille, 1952.) 


604. 19 On donne deux droites parallèles (D) et (D^) coupées en A et AT par 
une perpendiculaire. On pose AA' = 2a. Soient F et F' deux points du segment AA" 
symétriques par rapport à O, milieu de AA'. On pose FF' = 2c. 

Un cercle variable (C) passe par F et F’ et coupe (D) et (D^). Soient P sur (D) 
et P' sur (D^) deux de ces points d'intersection non symétriques par rapport à la 
médiatrice de AAT, 1 

Démontrer que PP' enveloppe une ellipse (E). 

Démontrer que les cercles (T) et (I) de centres P et P', de rayons PA et P'A' 
sont tangents à MF et MF' [M étant le point de contact de PP' avec (E)]. 

Démontrer que 

PM? PA? 


MF.MF' ` AF.AF' 

29 On donne deux droites parallèles (D) et (D^) coupées en B et B' par une per- 
pendiculaire. On pose BB' — 2b. Soient F et F' deux points situés sur la médiatrice 
de BB', symétriques par rapport à BB'. On pose FF' — 2c. 

Un cercle variable (T`) du faisceau dont F et F’ sont les points limites coupe (D) 
et (D^). Soient N sur (D) et N' sur (D^) deux de ces points d'intersection non symé- 
triques par rapport à la droite FF”. 

Démontrer que NN' enveloppe une ellipse. 

39 On donne deux droites (D) et (D^) se coupant en O. Soient F et EI deux 
points d'une bissectrice de l'angle (D, D‘) symétriques par rapport à O. 
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Un cercle variable (C) passant par F et F” coupe (D) et (D^. Soient P et P 
deux de ces points d'intersection, non symétriques par rapport à une bissectrice 
de (D, D”. 

Démontrer que PP' enveloppe une hyperbole. 

Soit FT la tangente à (C) en F. Démontrer que le faisceau FT, FF', FP, FP' est 
harmonique. (Rome, 1950.) 


605. On considère deux droites rectangulaires Le et ly et un point F de leur 
plan. 

10 Soient (C) les coniques tangentes à ces deux droites et dont l'un des foyers 
est en F. 

a) Quel est le lieu des centres de ces coniques ? 

b) Quel est le lieu de leur deuxième foyer F“ ? 

Y a-t-il une parabole parmi les coniques (C) ? On distinguera sur chacun des 
lieux a) et b), les parties qui correspondent à des ellipses et celles qui correspondent 
à des hyperboles. 

29 Quelle est l'enveloppe de l'axe non focal des coniques (C) ? 

39 Démontrer qu'il existe, en dehors de I, un point fixe J tel que les tangentes 
à une conique (C) menées de ce point soient également rectangulaires ; démontrer 
que les directrices associées à F des coniques (C) passent par un point fixe de la 
droite IJ. 

49 Déterminer, parmi les coniques (C), une ou plusieurs coniques (s'il en existe) 
qui sont tangentes à une droite donnée D du plan, Soit (T) une telle conique. 

59 On suppose que les points | et F et la droite D restant fixes, l'angle droit 
xly prend toutes les positions possibles autour de l. Démontrer que, dans ces con- 
ditions, les cercles principaux des coniques (I) définies au 49 passent par deux points 
P et P’ et que le milieu du segment FI se trouve sur PP’. 

Démontrer que les coniques (T') restent toutes tangentes à une deuxième droite 
fixe D' autre que D. 

69 Chercher à quelles conditions D et D' sont perpendiculaires l'une à l'autre 
(la droite D doit étre tangente à une parabole dont on indiquera les éléments). 

(Poitiers, 1949.) 


606. On donne un triangle ABC rectangle en A, et l'on projette (orthogonale- 
ment) un point variable M de la droite BC sur les droites AB et AC respectivement 
en Pet en Q. 

19 Trouver [e lieu des centres des cercles de diamétre PQ. En déduire que ces 
cercles passent par un second point fixe, F, que l'on déterminera. 

29 Soient H et | les projections (orthogonales) respectives de F sur PQ et sur 
AB. Montrer que les triangles FAI et FQH sont semblables. En déduire le lieu du 
point H. 

3e Montrer que la droite PQ reste tangente à une parabole, dont on détermi- 
nera le foyer, la directrice, ainsi que les points de contact avec les droites AB et AC. 
Calculer le paramètre de cette parabole en fonction des éléments du triangle ABC. 

49 En posant AB — c, cos B — x, ce paramétre a pour valeur 2c(x — x3). 
Étudier ses variations quand x varie de O à 1, c restant constant. Déterminer la 
valeur de x correspondant à son maximum. (Marseille.) 


607. Une parabole (P) varie en gardant fixe sa directrice D et en passant par un 
point fixe A. 

19 Déterminer ies lieux : 

a) du foyer F ; 

b) du sommet S ; 
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c) des intersections N et T de l'axe de (P) avec la normale et la tangente en A 
à (P). 

29 Trouver la courbe (IT), lieu du second point d'intersection B de (P) avec la 
droite AF. Montrer que (P) et (II) sont tangentes en B. 

3e Déterminer la parabole (P) pour qu'elle passe par un second point donné M. 
Discuter suivant les positions de M : on montrera que l'existence et le nombre des 
solutions dépend de la position de M par rapport à une courbe que l'on précisera. 

Montrer que chaque parabole (P) est tangente à cette courbe en un point que 
l'on déterminera et qu'en tout point de cette courbe passe une parabole (P) qui lui 


est tangente. (Clermont, 1949.) 
608. A. — On considère dans un système d'axes rectangulaires les paraboles 
P et P’ représentatives des fonctions 
(P) y = x2 =x, (P) y = — x? + 2x. 


a) Représenter, avec soin, sur le méme graphique les courbes P et P”, La 
droite (A), x = À, coupe P en M, P' en M’. Écrire les équations des tangentes MT 
en Mà P, M'T'en M'à P”. 

b) Calculer les coordonnées du point commun A à MT et M'T' en fonction de À. 
Quel est le lieu géométrique de A lorsque À varie ? Préciser la droite sur laquelle 
ce lieu se trouve. 

B. — Étude géométrique de la méme question ` soient P et P” deux paraboles 
dont les axes sont paralléles : P de foyer F et de directrice D, P' de foyer F' et de 
directrice D’. Une droite A variable parallèle aux axes de P et P' coupe P en M, P” 
en M', Den H, D' en H'. 

a) Construire le point A commun aux deux tangentes en M et M' aux deux para- 
boles pour une position donnée de A. 

b) Soit Di la médiatrice de HH', De celle de FF’. Le point A se projette ortho- 
gonalement en Hi sur Di, en Ha sur Da. On choisira des orientations sur A et sur 
FF’, ce qui donnera des valeurs algébriques aux distances AH; et AH. 

Évaluer dans le triangle FAF^ F'A2 — FA, 

Évaluer dans le triangle HAH’ = H'A2 — HA2. 


Qu'en conclure pour le rapport des segments H1A, H,A ? En déduire que A 
est sur une droite fixe 8 quand A varie. 

c) Chercher quel est le lieu du point A. Discuter suivant l'existence des points 
communs à 8 et à P. Montrer que si P et P' ont des points communs, ces points sont 
aussi sur 8. En déduire que deux paraboles d'axes paralléles ne peuvent avoir plus 
de deux points communs et donner un moyen de les construire. 

(Madagascar, 1951.) 


609. Soient dans un plan trois points alignés A, F, A' (F étant situé entre A 
et A^), (P) la parabole de foyer F et de sommet A, (P^) la parabole de foyer F et de 
sommet A', M et M' les points communs aux deux paraboles. 

19 On suppose que F restant fixe, A et A' se déplacent sur deux droites paral- 
lèles du plan, D et D’ ; trouver les enveloppes des tangentes aux sommets des para- 
boles (P) et (P^), ainsi que les enveloppes des directrices de ces paraboles. 

29 A, F, A' étant donnés, construire géométriquement les points M et M'. 
Calculer en fonction des longueurs des segments FA et FA' la longueur de la corde 
MM’. 

30 Trouver l'enveloppe de la droite MM’ lorsque, F restant fixe, A et A' 
décrivent deux droites parallèles D et D’. 

49 A et A' restant fixes, F décrit le segment AAT. Trouver le lieu géométrique 
des points M et M' ainsi que le lieu géométrique des points H, H', orthocentres des 
triangles MAA', M'AA'. 


19 
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59 A et A' restant toujours fixes, on pose OF — Rcos (x —t). (AA' = 2R, 
O milieu de AA, la droite AA' orientée de O vers A, 0 < t < z). Construire les 


tangentes aux courbes lieux de M et H aux points M, H correspondant à une posi- 
tion de F, et calculer en fonction de t la tangente trigonométrique de l'angle aigu œ 
que font ces droites entre elles. (Liban, 1950.) 


610. Une parabole (P) a pour foyer F et pour directrice A. L est le milieu d'une 
corde fixe M1 Ma de (P) et À, m1, ma les projections orthogonales de L, M1, Ma sur A. 

19 Montrer que FA est perpendiculaire à MM. 

29 N étant un troisième point de (P), on désigne par n sa projection orthogonale 
sur À, par n et ng les milieux de nm; et nmz et par n’ le symétrique den par rapport 
à F. Montrer que les angles de droites (NMz, NM) et (n'm;, n'ma) sont égaux à un 
multiple de x près. 

39 Construire les points d'intersection de (P) avec un cercle (C) de centre O 
passant par Mt et M». 

Montrer qu'il peut exister deux points d'intersection Nt et No généralement 
distincts de M; et M2 et que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le point O 
soit sur une certaine demi-droite O1X que l'on déterminera. Que peut-on dire du 
cercle (C1) de centre O; passant par M1 et Ma ? 

40 Montrer que, lorsque O décrit O1X, N1Ne se déplace parallèlement à elle- 
méme et qu'une bissectrice de l'angle (M Mg, NiNo) est parallèle à l'axe de la para- 
bole. 

J étant le milieu de N1Ns et | le milieu de JL, démontrer quel est sur l'axe 


de (P). (Aix-Marseille, 1951.) 


611. On considère un triangle rectangle isocèle fixe OAB, dans lequel 


OA = OB = 2a, KOB = 1 droit. 
Soient M et N deux points qui varient respectivement sur les côtés OA et OB 
de maniére que l'on ait constamment 
OM + ON — 2a. 
On désigne par F le milieu de AB. 


19 Montrer que FM = FN et que l'angle MFN est droit. Quel est le lieu du 
milieu | du segment MN ? 

29 Montrer que la droite MN reste tangente à une parabole fixe (P) dont on 
indiquera le foyer, la directrice, la corde focale perpendiculaire à l'axe et les tan- 
gentes aux extrémités de cette corde. 

39 La droite MN rencontre AB en S et touche (P) en T. Montrer que S et T 
sont conjugués harmoniques par rapport à M et N. 

49 On considère l'ellipse variable (E) de foyers M et N et passant par O. 

a) Montrer que la tangente à (E) en O reste fixe et que (E) reste tangente à AB. 

b) La tangente à (E) en O coupe MN en un point variable R. Montrer que la 
seconde tangente menée de R à (E) passe par un point fixe. (Clermont, 1952.) 


612. On considère un triangle ABC. Le cercle inscrit de centre |, de rayon r, 
est fixe. Il est tangent en F au côté BC dont le support est fixe. Le sommet A décrit 
une droite D parallèle au côté BC. La hauteur, constante, relative à BC est égale à h. 

19 Démontrer que pour tous les triangles ABC ainsi définis il existe un rapport 
constant entre le demi-périmétre p et la longueur a du cóté BC (on pourra utiliser 
l'aire du triangle ABC). 

En déduire la valeur du produit FB.FC en fonction de r et de h (cette valeur est 
constante). 
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29 On fait tourner autour de IF le cercle inscrit et la tangente en F, engendrant 
ainsi une sphére S et un plan P. On considére les cónes de sommet A tangents à la 
sphére S. Quelle est la nature des sections de ces cónes par le plan P ? En préciser les 
éléments. 

39 On revient à la figure primitive. Sur le cercle (O) de centre O, circonscrit 
au triangle ABC, on désigne par M le milieu del'arc BC ne contenant pas le point A. 
Montrer que le rayon du cercle exinscrit dans l'angle A a une valeur constante. En 
déduire le lieu du point M. 

49 Montrer que le cercle (O) est tangent à un cercle fixe, passant par F, lui- 
méme tangent à D (on pourra utiliser une inversion de póle F). 

59 Quel est le lieu géométrique du point O ? (Caen, 1949.) 


613. On donne un cercle de centre O, de rayon R, tangent en | à une droite 
(A) et un diamétre PQ de ce cercle. 

19 Montrer que l'on peut déterminer le foyer et la directrice d'une parabole (x) 
tangente en P et Q aux droites IP et IQ. 

29 Si le diamètre PQ varie, on obtient une famille de paraboles (x) : 

a) Quel est le lieu des foyers de ces paraboles ? 

b) Montrer que toutes les paraboles (x) passent par un point fixe A ; 

c) Construire les paraboles (x) qui passent par un point donné M différent de 
A. Montrer que, pour certaines positions de M, le probléme n'admet qu'une seule 
solution. Lieu de M répondant à cette condition. Indiquer, suivant la position de M 
dans le plan, le nombre de solutions. 

d) Construire les paraboles (x) tangentes à une droite donnée (D). Montrer 
que, pour certaines positions de la droite (D), le problème n'admet qu'une solution ; 
dans ce cas, la droite (D) passe par un point fixe ou est tangente à une courbe que 
l'on déterminera. Indiquer, suivant la position de (D), le nombre de paraboles (x) 
tangentes à (D). 

30 On considère les deux paraboles (m1) et (12) qui correspondent à deux posi- 
tions rectangulaires de PQ : P1Q; et P2Q2. 

a) Montrer que ces paraboles se coupent en À sous un angle droit. 

b) Construire le deuxième point B commun à ces deux paraboles. 

c) Quel est le lieu de B lorsque P1Q4 et P2Q2 tournent autour de O en restant 
perpendiculaires ? (Aix-Marseille, 1952.) 


614. On considère une parabole de foyer F et de sommet S. Par S, on mène 
une droite SX faisant un angle variable 0 avec l'axe SF de la parabole. 


19 Construire le second point M d'intersection de SX avec la parabole. Déduire 
de cette construction que si M' et M" sont les points oü les perpendiculaires à SX 
menées par F et S rencontrent la parallèle à l'axe SF menée par M, les lieux de M' et 
M" lorsque 0 varie, sont des droites perpendiculaires à l'axe. 

29 Soit N le second point d'intersection de la perpendiculaire SM" à SX avec la 
parabole. Montrer que lorsque 8 varie, la droite MN coupe l'axe SF en un point fixe 
A. 

3° Soient P le milieu de MN, I le point de rencontre des tangentes à la parabole 
en M et N ; en utilisant la construction des tangentes à la parabole issues de l, prou- 
ver que IP est parallèle à l'axe de la parabole et que, si la paralléle à MN menée par S 
recoupe la parabole en D, le milieu de SD est sur IP. En déduire que le lieu de P est 
une parabole. 

49 La droite SP rencontre la parallèle à l'axe menée par D en un point Q ; 
montrer que la longueur DQ est constante. En s'appuyant sur les résultats de la 
premiére partie, en déduire que le symétrique de D par rapport à l'axe de la para- 
bole est sur le cercle circonscrit au triangle SMN et que le centre de gravité du 
triangle EMN est sur l'axe. 
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50 Soient H et K les points où MI et NI rencontrent la tangente au sommet de 


la parabole ; montrer que le produit SH.SK est constant quand 0 varie. En déduire 
que le lieu de | est une droite perpendiculaire à l'axe SF. (Nancy.) 


615. 19 Étant donné un triangle PHK, de hauteurs PF, HA, KB, montrer que 
les symétriques du pied F par rapport aux quatre droites HP, HA, KP et KB sont en 
ligne droite avec les pieds A et B. On appliquera cette propriété à ce qui suit. 

29 Soient A et B deux points fixes sur un cercle donné de centre O, et PQ un 
diamétre de ce cercle. Montrer que les droites AP, AQ, BP, BQ sont tangentes à 
une parabole, dont on précisera le foyer et la directrice. Lieu du foyer quand PQ 
tourne autour de O. 

30 M étant un point donné du plan, déterminer le diamètre PQ de façon que la 
parabole (x) correspondante passe par M. Discuter : pour quelles régions du plan 
le problème est-il possible et quel est le lieu du point M tel qu'il existe deux para- 
boles (x) correspondantes qui soient confondues ? 

49 Peut-on obtenir deux paraboles (x) orthogonales en M ? Montrer que les 
points M réalisant cette condition sont tels que la somme des carrés de leurs dis- 
tances à un point et à une droite fixes est constante. Chercher l'équation du lieu 
de M en prenant comme origine le milieu de la distance du point fixe à la droite fixe, 

(Dijon, 1948.) 


616. Soit une conique (C) de directrice (D) et de foyer F relatif à (D). Soient 
deux points M et M’ de cette conique et le point | où MM’ coupe (D). Montrer que 


— 
IF est une des bissectrices de l'angle MFM’. Préciser suivant la position de M et M’ 


— 
et la nature de la conique si IF est bissectrice intérieure ou extérieure de MFM’. 

29 Soit (C) une des coniques dont on connaît la directrice (D) et deux points M 
et M'. Quel est le lieu du foyer F relatif à (D) ? Distinguer sur ce lieu les parties qui 
Correspondent à une hyperbole, à une ellipse ou les points correspondants à une 
parabole, en supposant que les points M et M' sont d'un méme cóté de la droite (D). 

30 Soit (I) une des coniques dont on connaît le foyer F et deux points M et M’. 
Montrer que la directrice de (I) relative à F passe par un point fixe. Distinguer sui- 
vant la position de la directrice la nature de la conique (T). 

49 Construire le foyer d'une conique connaissant la directrice (D) (relative à F) 
une tangente (T) à cette conique et son point de contact M ; et l'excentricité e de 
cette conique. Discuter suivant les valeurs de e en supposant invariables (D), (T) 
et M. (Syrie.) 


617. 19 Soient une droite (D) et deux points fixes M et N, H et K leurs pro- 
jections sur (D). Trouver le lieu des foyers des coniques (C) de directrice (D) passant 
par les points M et N. (On appellera Í et J les points où ce lieu coupe la droite MN). 

Déterminer, suivant la position de F sur son lieu, la nature de la conique cor- 
respondante. 

Examiner les cas particuliers où MN est parallèle ou perpendiculaire à (D). 

29 Déterminer les coniques (C) d'excentricité e donnée. Discuter suivant les 
valeurs de e. (On posera MH = let NK = l', MN = a.) 

M étant fixe, oü doitse trouver N pour qu'il y ait des coniques (C) d'excentricité 
donnée e ? Montrer que, pour qu'il y ait une seule solution, N doit se trouver sur 
une conique (T`). La courbe (T) est tangente en N à la conique (C) correspondante. 

30 Si N décrit une droite A, trouver le lieu des points Ï et J. Cas particulier où 
A passe par M. Trouver l'enveloppe des polaires de | et J par rapport au cercle de 
diamétre MN. 

Lieu des points | et J quand M et N sont diamétralement opposés sur un cercle 
(y) de centre O. 
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618. A) Soient F l'un des foyers d'une conique (E) et (A) la directrice qui 
correspond à ce foyer. M et N étant deux points de la conique, P l'intersection de 
MN et de (A), montrer que FP est l'une des bissectrices des deux droites FM et FN ; 
que si la tangente en M coupe (A) en T, l'angle MFT est droit. 

Montrer comment on peut, à l'aide de ces propriétés, déterminer le foyer F 
d'une conique dont on connaît une directrice (A) et trois points ; ou encore une 
directrice (A), deux points et la tangente en un de ces points. On ne fera dans le cas 
général aucune discussion. 


B) On considére toutes les ellipses (E) qui ont une directrice donnée (A) et un 
sommet donné S sur l'axe non focal (3) parallèle à (A). On nommera S' la projection 
de S sur (A), (y) le cercle de diamètre SS’, (D) le cercle de centre S qui passe en S’. 


19 Lieu du foyer F des ellipses (E). 

29 Déterminer les ellipses (E) qui passent par un point donné M, et, par suite, 
par son symétrique M’ par rapport à (8). Montrer que si M est sur (T) le probléme 
n'a qu'une solution, qu'il en a deux si M est intérieur à (T). (On pourra utiliser une 
inversion de pôle S'.) 

3e Montrer que quand M décrit (T), F ne décrit qu'un arc de (y). En conclure 
que les (E) se partagent en deux familles : les (Ej) qui ont avec (T) deux points com- 
muns, et les (Es) qui n'ont avec (T') aucun point commun. Entre quelles limites 
varient les excentricités des (Ej) et celles des (Eg) ? 

49 Montrer que par tout point M intérieur à (T), i! passe au moins une ellipse 
de la famille (E1). (Bordeaux.) 


619. On donne dans un plan un point fixe F et une droite fixe (A) ne passant 
pas par F. Sur A on prend un point quelconque w et l'on considère le cercle (y) de 


O 
centre œ et de rayon ER 


19 Montrer que les cercles (y) sont vus du point F sous un angle constant. K 
étant le pied de la polaire de F par rapport au cercle (y), établir que le point K 
décrit une droite D et trouver l'enveloppe de la polaire quand o décrit A. Montrer 
que pour toüt point P de (y) ona 

1 i 2 

a PK 

29 Deux cercles (y) et (Y^) se coupent en P et P', établir en se servant de la 
relation (1) que P et P’ sont sur la médiatrice de KK’. Le cercle (y) restant fixe, le 
cercle (Y^) se rapprochant indéfiniment de (y), donner une construction simple des 
positions limites M et M' des points P et P’, connaissant (v). 

39 Lieu (H) des points M et M' quand œ décrit A. Préciser les éléments du lieu 
(foyers, directrices, excentricité, sommets, asymptotes). 

49 On considère le cercle (C) de centre M passant par F. Établir qu'il coupe A 
sous un angle constant. La tangente en F à ce cercle coupe D en T. Construire la 
tangente en M au lieu (H). Montrer que les quatre points F, T, K, M sont sur un cercle 
orthogonal à (y) et en déduire que (H) et (y) sont tangents en M et M'. 

(Nancy, 1947.) 


620. On considére deux axes de coordonnées rectangulaires x'Ox, y'Oy, F le 
point de l'axe x'Ox d'abscisse donnée a positive. On désigne par (P) la parabole de 
foyer F et de directrice y'Oy, par (D) la droite d'équation x — 2a, par (C) une coni- 
que de foyer F, de directrice associée (D) et d'excentricité variable e supérieure à 
1/3. 
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19 M étant un point de (P) EE MH la distance de M à (D), évaluer en 
fonction de a et de x le rapport z — ee Variations de ce rapport quand M 


décrit (P). Courbe représentative. 


29 A tout point M de (P) est associée une conique (C) passant par M. Discuter 
suivant la position de M sur (P) la nature de (C). Comment sont disposés les points 
qui donnent une méme conique (C) ? Enveloppe des asymptotes des hyperboles de 
la famille (C). 

39 L'excentricité e étant donnée, comment peut-on construire les points 
communs à la conique (C) correspondante et à la parabole (P)? Discuter, suivant la 
valeur de e, le nombre de points obtenus. Dans le cas particulier oü e — 2, calculer 
en grades les angles des tangentes à (P) et (C) en chacun des points communs. 

49 Déterminer M sur la parabole (P) de maniére que la conique (C) associée 
admette pour centre un point de l'axe x'Ox. Discuter. (Alger, 1951.) 


621. Un point M est variable sur une ellipse fixe donnée (S), de foyers F, F' ; 
on désigne par A et A' les sommets du grand axe de l'ellipse (S), par 2a la distance 
AAT, par 2c la distance focale FF'. 

On considère l'ellipse (E) dont un foyer est F”, qui passe par F et qui est tangente 
en M à l'ellipse (S). 

1° Montrer que la longueur du grand axe de l'ellipse (E) demeure constante 
quand M parcourt (S) ; en déduire que le lieu géométrique du deuxième foyer @ 
de (E) est un cercle (F) de centre F. 

29 La droite FF' coupe l'ellipse (E) en un point N distinct du point F. Les tan- 
gentes en M, F, N à l'ellipse (E) forment un triangle POR. Trouver les lieux de P, Q, 
R. 


30 Indiquer une construction simple de la directrice (A) de (E) relative au foyer 
g. Trouver le lieu du pôle o de (A) par rapport au cercle (F). 

49 On projette orthogonalement le point F en | sur la directrice (A). Trouver le 
lieu du point | et en déduire l'enveloppe de la droite (A). 

Discuter la nature de cette enveloppe suivant la valeur de l'excentricité de 
l'ellipse donnée (S). (Toulouse, 1951). 


622. Une ellipse ou une hyperbole peut étre considérée comme le lieu des 
points M du plan qui sont centres des cercles (C) passant par un foyer F et tangents 
à un cercle fixe (A) dont le centre est le deuxième foyer F'. On désigne par (D) la 
directrice associée au foyer F, par H le point où (D) coupe la droite FF', et par P le 
point de contact des cercles (C) et (A). 


19 On opère une inversion de pôle F et de puissance EHS, Montrer que (A) 
et (D) sont transformés en deux cercles concentriques. Que devient (C) ? Distinguer 
les cas de figure de l'ellipse et de l'hyperbole. 

29 Montrer que le cercle (B), passant par F et P et orthogonal à (C), passe par 
un deuxiéme point fixe que l'on précisera. 

39 (B) coupe (A) en P et P'. Montrer que la droite PP' passe par un point fixe. 

49 On suppose maintenant que la conique est une hyperbole. Le cercle (C) 
rencontre alors (D) en Q et R. On demande l'enveloppe du cercle (E) qui passe par 
Q et R et qui est orthogonal à (C). 

59 Ce cercle (E) peut-il en particulier passer par un point fixe ? 

(Maroc, 1948.) 


623. Soit une droite (D) et un point F non situé sur (D). On désigne par K la 
projection orthogonale de F sur (D) et l'on pose KF — d. 


1e M étant un point quelconque, distinct de F et non situé sur (D), on désigne 
par (y) le cercle de diamétre FM de centre C. La tangente en F à (y) coupe la média- 
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trice A de FK en un point |. Montrer que ce point | a méme puissance par rapport à 
(y) et par rapport à tous les cercles du faisceau qui a pour points limites F et K. 
Démontrer qu'il existe un cercle (O) de ce faisceau qui est tangent à (y). Déter- 
miner son centre O et son point de contact P avec (y). 
29 La droite FP coupe (D) en E et recoupe le cercle (O) en N. Démontrer que 
le faisceau (O, PNFE) est harmonique. Montrer que CF et ON sont parallèles. 
Déduire de ce qui précède que les trois points O, M, E sont alignés, 


MF 
3° H désignant la projection orthogonale de M sur (D), on pose E 


i OF - ON N : 
Evaluer le rapport —— d'abord en fonction du rapport OK ' puis en fonction 
OK 
de e et calculer le rayon R de (O) en fonction de d et e. Quelle est la valeur 
A t PF ` 
u rapport => : 
ppor! SK 


49 On suppose que M décrive une conique (C) de foyer F, de directrice (D) et 
d'excentricité e. 

Montrer qu'à tous les points M de cette conique il correspond un méme cercle 
(O) qui est le cercle principal de cette conique. 

Quel est l'angle que fait la tangente en M à la conique avec la droite FE ? 


59 Déduire de ce qui précède la solution du probléme suivant : 

Soient (C) une conique de centre O ; x'Ox son axe focal ; y'Oy son axe non 
focal, M étant un point quelconque de la conique, on désigne par à le coefficient 
angulaire de OM par u le coefficient angulaire de la tangente en M à la conique. 
Évaluer le produit Au. en fonction de l'excentricité e de (C). 

(A. O. F., 1951.) 


624. On donne un cercle (O) de centre O, de rayon R, un point F non situé 
sur ce cercle tel que OF = det l'on considère les coniques (T) qui ont comme foyer 
F et pour cercle principa! tout cercle ayant pour diamétre une corde de (O) portée 
par une droite passant par F. 


19 Lieux géométriques du centre et du deuxième foyer de (F) ? Quelle est la 
nature de (T) suivant la position de F par rapport à (O) ? 

29 Montrer que, quelle que soit la conique (D) : 

les tangentes aux sommets de l'axe foca! sont tangentes à une conique fixe (I'o) ; 

la directrice associée à F est tangente à une parabole fixe (P) ; 

la deuxième directrice est tangente à la parabole (P') symétrique de (P) par 
rapport à O. 

39 Calculer en fonction de la distance du centre de (I) au point O l'excentri- 
cité de (I). Quelle est, lorsque (T) est une ellipse, son excentricité maximum ? 
Comment faut-il prendre F pour qu'il existe parmi les coniques (F) une hyperbole 
équilatére ? un cercle ? 

Lorsque (D) est une ellipse, calculer son petit axe. 

49 Montrer que : 

lorsque (T) est une hyperbole, ses asymptotes sont tangentes à un cercle fixe ; 

lorsque (T) est une ellipse, les tangentes aux sommets du petit axe sont tan- 
gentes à un cercle fixe. 

59 Combien peut-il exister de coniques (T) tangentes à une droite donnée ? 
(On se contentera d'indiquer la construction du cercle principal en supposant le 
probléme possible, sans chercher à discuter.) (Liban, 1948.) 
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625. Dans un plan on considère un axe Ox sur lequel on a choisi une origine O 
et un point fixe lo d'abscisse a positive. On considère les deux droites (D) et (D?) 


T T 
passant par O et faisant respectivement avec Ox les angles + z St SECH 


La perpendiculaire (A) en lo à Ox coupe (D) au point Ao et (D') au point Bo. 


19 Étant donné un point | sur (A), construire géométriquement un segment 
rectiligne AB de milieu | ayant son extrémité A sur (D) et son extrémité B sur (D"). 

29 Montrer que, quand | varie sur (A), A et B se correspondent dans une rota- 
tion dont on déterminera le centre F et l'angle. Quelle est l'enveloppe de la droite 
AB ? 

39 Soit (y) le cercle tangent en A à FA et en B à FB. Trouver le lieu du centre de 
ce cercle quand | décrit (A). 


PF 
Montrer que si P est un point quelconque de (y) le rapport PI a une valeur 


numérique bien déterminée, que l'on indiquera. En déduire le lieu (T), quand | 
décrit (A), des points d'intersection M et M' de (y) et de la paralléle à Ox menée 
par |. Établir qu'en M et M’ ce lieu est tangent au cercle (y). 

49 Soit Oy l'axe directement perpendiculaire à Ox. Écrire, dans le système 
d'axes Ox, Oy l'équation de (T). 

Calculer les coordonnées du point N d'intersection de (I) et de la droite 
d'équation y = m(x — 2a) ; calculer les coordonnées du point N’ d'intersection de 
(T) et de la droite passant par le point x — 2a, y — O et perpendiculaire à la précé- 
dente. Former l'équation de la droite NN’. Montrer que cette droite passe par un 
point fixe lorsque m varie et indiquer les coordonnées de ce point fixe. 

(Maroc, 1951.) 


626. Notation : A et B étant deux points quelconques, le cercle dont le seg- 
ment AB est un diamétre sera appelé cercle (AB). 


19 On donne une conique T' de centre O, de foyers F et F”, et dont les sommets 
de l'axe focal sont appelés A et A' (A et F étant d'un méme cóté de O). 

Un point M décrivant la conique T`, quelle est l'enveloppe du cercle de centre 
M passant par F (c'est-à-dire la courbe à laquelle ce cercle reste, tangent) ? 

En déduire par homothétie l'enveloppe du cercle de diamétre MF [qu'on appel- 
lera simplement cercle (MF) d'aprés la convention du début]. 

29 On considère maintenant une corde MM’ de T`, qui varie en passant cons- 
tamment par F, et le but du probléme est de trouver, lorsque la corde focale MM' 
pivote autour de F, l'enveloppe du cercle (MM) et le lieu de son centre P (milieu 
de MM’). 

Pour cela, on effectue d'abord l'inversion de centre F qui conserve le cercle 
principal de T. 

A) En se servant du résultat de la première question, construire d'une manière 
trés simple les inverses des cercles (MF) et (M'F). 

B) En déduire la construction du transformé (C) du cercle (MM'). Montrez que 
(C) a un rayon constant et trouvez le lieu de son centre (on désignera par | le milieu 
de OF). 

C) En déduire que, lorsque la corde focale MM' pivote autour de F, le cercle 
(C) reste tangent aux cercles de centre | qui passent l'un par A, l'autre par A’. 

3° En revenant alors à la figure initiale, montrez que le cercle (MM') reste tan- 
gent à deux cercles fixes dont l'un passe par A (on l'appellera Q et son centre sera 
désigné par o) et l'autre passe par A’ (on l'appellera Q’ et son centre sera désigné 
par ol, Montrez que le faisceau défini par les cercles Q et Q' admet F pour point de 
Poncelet et, pour axe radical, la directrice A de la conique T associée au foyer F. 
N'y a-t-il pas un autre cercle trés simple faisant partie de ce faisceau ? 


PROBLÈMES DE RÉCAPITULATION ET D'EXAMEN 561 


On désigne par ® le deuxième point de Poncelet de ce faisceau. Montrez, en 
vous servant de la figure inverse étudiée à la 29 question, que, si l'excentricité e 
de T est inférieure à 2, les points F et Ó sont de part et d'autre du cercle (MM) 
quelle que soit la position de la corde MM’. Au contraire, si e > 2, les points F et 
D sont d'un méme côté de MM’. Que se passe-t-il si e = 2 ? Dire ce que devient 
alors le cercle Q’ et caractériser les coniques T` correspondantes par l'angle de leurs 
asymptotes, (Lyon, 1952.) 


627. On donne un cercle fixe (F) de centre F et de rayon R et un point F’ de 
son plan, non situé sur (F). Soient M un point variable du plan, (p) sa polaire par 
rapport à (F), m le centre du cercle (m) qui passe par F' et qui appartient au faisceau 
défini par le cercle (F) et par la droite (u). On désigne par (T) la transformation ponc- 
tuelle qui transforme M en m et par (T^) la transformation inverse qui transforme m 
en M. 


19 a) H désignant le point d'intersection de FM et de (u), construire le deu- 
xième point où HF' coupe le cercle (m). En déduire la construction de m, connaissant 
M. Discuter. 

Montrer que M et m sont alignés avec F. Montrer que le lieu des points M qui 
n'ont pas de transformés dans (T) est la polaire de F' par rapport au cercle (F). 

b) Inversement, connaissant m, indiquer les constructions qui permettent 
d'obtenir le point IM correspondant. Discussion. Trouver le lieu des points m qui 
n'ont pas de transformés dans la transformation (T”). 

29 a) Montrer que la transformée d'une droite D dans la transformation (T) 
est une droite d. 

Examiner : 

a) le cas où D passe par F ; 

B) le cas où D ne passe pas par F, Remarquer, dans ce cas, que lorsque M décrit 

la droite D, (p) passe par un point fixe. 
b) Quelle est la transformée d'une droite donnée d dans la transformation (T^) ? 
c) Déduire de ce qui précède que, dans chacune des transformations (T) ou 
(T): 
Une division harmonique portée par une droite ne passant pas par F se trans- 
forme en une divison harmonique ; un faisceau harmonique se transforme en un 
faisceau harmonique, puisqu'une division harmonique portée par une droite passant 
par F se transforme en une division harmonique. 

39 Quelle est la figure transformée du cercle (F) dans la transformation (T) ? 

Application : On considére une conique à centre définie par ses deux foyers F 
et F' et le cercle directeur (F) relatif au foyer F. Par un point fixe p de son plan, on 
méne une sécante pab qui coupe la conique en a et b ; lieu géométrique du conjugué 
harmonique n de p, par rapport à a et b, lorsque la sécante pivote autour de p. 

(Bordeaux, 1952.) 


628. On donne une sphère (S) de centre O et de rayon R ; deux plans tangents 
(f) et (m), dont les points de contact seront désignés par F et M, se coupent suivant 
une droite D. On appelle! le milieu du segment FM et H la projection de M sur D. 

19 Montrer que la droite D est perpendiculaire au plan FOM. Quelle relation 
existe-t-il entre Ol, OH et R ? 

29 M décrit un cercle donné (C) tracé sur (S). Le point F étant donné sur (S), 
déterminer la courbe (C?) lieu delet la courbe (I?) lieu de H. Le cercle (C) étant fixe, 
où doit se trouver le point F pour que (T) soit une droite ? 

3e Déterminer, dans les mémes conditions, la courbe (K) du plan (f) à laquelle 
la droite D reste tangente lorsque M décrit (C). Discuter la nature de (K) suivant la 
position de F sur (S) [on pourra laisser de côté le cas où F est sur le cercle (C)]. 
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49 Montrer que, lorsque F n'est pas situé sur (C), la courbe (K) est la section 
par (f) du cóne (ou cylindre) circonscrit à (S) le long de (C). Retrouver ainsi les 
résultats de la discussion précédente (question n? 3). 


629. On donne un losange ABCD de cóté a dans lequel l'angle B a pour mesure 
609. On prend sur le segment BA le point H et sur le segment AD le point K, tels que 
BH = AK = x < a. 

19 Évaluer en fonction de a et de x les côtés et l'aire du triangle CHK. 

29 Lieu du centre du cercle circonscrit à ce triangle. 

39 Montrer que le milieu de HK décrit un segment de droite et que HK reste 
tangente à une parabole. 

49 On coupe le cóne de révolution d'axe BD et d'angle au sommet ABC par le 
plan mené par CH perpendiculairement au plan du losange ; calculer l'excentricité 
de la conique de section et étudier sa variation. 

59 Lieu du centre de cette conique et des extrémités de l'axe non focal. 

(Poitiers.) 


630. 19 On coupe un cóne de révolution de sommet S, d'axe SX et de demi- 
angle au sommet œ par un plan P rencontrant l'axe de révolution en un point |. En 
désignant par d la longueur SI, par 0 l'inclinaison de l'axe du cône sur le plan P, étu- 
dier la nature de la section du cóne par le plan. 

Calculer les éléments de la section : longueur des axes, distance focale, excen- 
tricité, angle des asymptotes s'il y a lieu, et seulement le paramétre si la section est 
une parabole. 

29 Étudier la variation de l'axe focal quand, l'angle @ restant fixe, l'angle œ varie. 

30 En un lieu M de latitude À — 489 est édifié un mur vertical perpendiculaire 
au plan méridien de M. Sur la face de ce mur exposé au sud, en un point | situé sur la 
verticale de M on fixe une tige matérielle IS paralléle à l'axe du monde et de lon- 
gueur d — 1m, Déterminer l'ombre projetée par le point S sur le mur le jour du 
solstice d'été. On sait que l'inclinaison de l'écliptique sur l'équateur est e= 23927'. 


631. a) On considère un cône de révolution S, circonscrit à une sphère Z et 
un plan P. Montrer que les foyers de la conique C section du cóne par le plan P sont 
obtenus en prenant les traces sur ce plan des droites qui joignent le sommet du 
cône aux points de contact avec la sphère X des plans tangents parallèles au plan P. 

b) On suppose la sphère Z tangente au plan P en un point F, on désigne par (S) 
la famille des cônes S obtenue en faisant varier le sommet s sur une droite A exté- 
rieure à la sphère X de direction quelconque (A ne sera ni parallèle, ni perpendi- 
culaire au plan P) ; on désigne par (C) la famille des coniques C obtenue en coupant 
les cónes par le plan P. 

19 Caractériser suivant la position du sommet ssur À, la nature de la conique C, 
section du cóne correspondant S par le plan P. 

29 Les coniques C ainsi obtenues admettent pour foyer F. Quel est le lieu de 
leur second foyer F' et de leur centre O ? Montrer que la perpendiculaire en O à FF’ 
est tangente à une parabole dont on précisera le foyer et la directrice. 

3e Montrer que les directrices des coniques (C) relatives au foyer F, passent 
par un point fixe A et que les directrices relatives au foyer F' sont tangentes à une 
parabole. (Saint-Cyr.) 


632. On considére deux plans rectangulaires H et F qui se coupent suivant 
la droite D et un point S placé dans H à la distance a de D (a = 0). Un point P 
variable décrit D ; sur la perpendiculaire au plan H menée par P, on prend les deux 
points situés à une distance de P égale à SP. M désigne l'un quelconque de ces points. 
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19 Prouver que la droite SM engendre un cône de révolution dont l'axe est 
H H * ', Z ` T s ` 
perpendiculaire à H et dont l'angle au sommet est égal à — ; montrer que le lieu 


du point M est une hyperbole équilatère C dont on placera le centre, les sommets, 
les foyers, les asymptotes. 

29 Les plans horizontal et frontal de projection étant respectivement H et F, 
faire l'épure de la figure en Géométrie descriptive ; construire par points la courbe 
Ç. 

Retrouver la nature de la courbe C en déterminant son équation ; on prendra 
pour axe x'x la ligne de rappel du point S et pour axe y'y la ligne de terre D. 

30 soit Mı un autre point de C se projetant en P, sur D ; montrer que le point 
où MM; coupe D est le pied d'une des bissectrices de l'angle S du triangle SPP1. Que 
devient cette propriété lorsque Mr tend vers M supposé fixe ? 

49 Soit A un point quelconque de l'axe non transverse d'une hyperbole équi- 
latére de sommets S et S’ ; construire les deux tangentes à la courbe qui passent par 
A. La corde des contacts coupant l'axe non transverse en B, mener de B les deux 
tangentes à la courbe et montrer que la corde des contacts passe par A. 

On désigne par ! et /' les longueurs de ces deux cordes de contacts ; établir la 

1 1 
relation — + — = Ai 
go pe SS? 


633. On considére les coniques (C) ayant un foyer F donné et tangentes à une 
droite (A) en un point fixe A. 


19 Lieu du second foyer F' de (C). Discuter suivant la position de F' sur son lieu 
la nature de (C). Y a-t-il parmi ces coniques une parabole ? Prouver que les cercles 
directeurs (F^) de centres F' forment un faisceau de cercles tangents. 

29 Dans cette question, on associe deux coniques (C) ayant la méme excentri- 
cité e : prouver que les axes focaux FEI, FF'a relatifs à ces deux coniques (C1) et (Co) 
restent également inclinés sur deux droites fixes, lorsque e varie : les cercles direc- 
teurs (F'1) et (F'2) se correspondent dans une inversion fixe (I) que l'on déterminera. 
Situer l'inverse du point F dans l'inversion envisagée. Etudier les points communs à 
deux coniques (C1) et (C2) ; en dehors du point A, si (C1) et (Ca) sont deux ellipses, 
elles n'ont aucun point commun : deux hyperboles ont toujours deux points com- 
muns. Sur quelle ligne se déplacent ces points lorsque e varie ? 

30 Revenant aux coniques (C) du 19, prouver que les directrices relatives à F 
passent par un point fixe K ; la directrice associée à F' est homothétique de l'axe 
non focal dans une homothétie de centre K. En déduire la courbe à laquelle cette 
directrice reste tangente. 

49 On considère une sphère fixe (O) et un plan P tangent en F à la sphère (O). 
Un cóne de sommet S circonscrit à la sphère coupe le plan P suivant une conique (C) 
de foyer F. Lieu du point S pour que (C) soit tangente en A à une droite (A) du plan 
P. Retrouver, à partir de cette nouvelle définition de (C), le lieu de F' et le résultat 
relatif à la directrice associée à F. 


634. 19 On considère une ellipse (E) de centre O, d'axes AA’ et BB’, de foyers 
F et F’, AA' = 2a ; BB' = 2b ; (b < a) ; FF' = 2c. Soit H la projection de F sur la 


directrice D qui lui est associée. Montrer que la division AA'FH est harmonique. 

La perpendiculaire à AA’ en F coupe (E) en K et K” ; en utilisant le cercle prin- 
cipal, montrer que la tangente KT à (E) en K passe par H. Calculer FK, OH, FH et 
la tangente de l'angle KT avec le grand axe. On donnera des expressions rationnelles 
en a, b, c. 

29 On considère dans un plan vertical (V) deux axes perpendiculaires x'1Sx1, 
z'Sz (Sx1 est horizontal et orienté vers la droite, Sz est vertical et orienté vers le 
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haut). D'autre part on désigne par (Q) le plan horizontal perpendiculaire à z'Sz en 
un point O situé sur Sz’. Un segment de longueur constante 2}, dont les extrémités 
se déplacent sur les demi-droites Sx1 et Sz, est le diamètre d'un cercle (C) dont le 
plan est perpendiculaire au plan (V). Soit œ l'angle aigu du segment avec x'1Sx1 et 
soit (E) la projection du cercle (C) sur le plan (Q). On propose l'étude des courbes 


a) Calculer les demi-axes, la demi-distance focale à l'aide de / et «. Quelle est 
l'excentricité ? Trouver le lieu des sommets et celui des foyers, Trouver l'enveloppe 
des cercles directeurs. 

b) Soient œ le centre de (E) ; y'Oy la tangente en O à (E) ; x'Ox l'axe perpen- 
diculaire en O à y'Oy ; A et A' les sommets du grand axe, F et F' les foyers, La per- 
pendiculaire en F à AA' coupe (E) en deux points ; on désigne par K le point le plus 
prés de y'Oy. Soit H la projection de F sur la directrice D qui lui est associée ; A est 
entre F et H ; la tangente en K à (E) passe par H et coupe x'Ox en I. Calculer FK, 
wH, FH en fonction de l et œ. Si B est l'angle de IH avec le grand axe, montrer que 
tg B = sin œ. Montrer que œl = I. Soit K' la projection de F sur y'Oy ; IK’ coupe 
le grand axe en J. Montrer que OK passe par J. En déduire une construction simple 
des points K et H quand on se donne le point F sur son lieu. Montrer que l'angle 


o 
de |J avec le grand axe est >: IH coupe y'Oy en L ; montrer que FL coupe x'Ox 


en un point fixe Q. 

c) Le cercle de centre Q, de rayon l, coupe x'Ox en O et en Oy : IH coupe ce 
cercle en M et Mı ; les perpendiculaires en M et M; à IH coupent ST ON en ç et en 1. 

Montrer que Q est le milieu de ooi. 

Montrer, en évaluant la puissance de | par rapport au cercle de diamètre pp, 
que ç et o; sont fixes. Évaluer le produit gM,p1M1. Montrer que l'enveloppe de 


IH est une hyperbole dont on demande les éléments. 
La droite IH coupe la perpendiculaire y'iOiy: à x'Ox en un point Ly. Évaluer 


OL et O4L4 en fonction de / et œ. Quelle est la valeur du produit OL.Oil ? 
(Bordeaux, 1951.) 


TABLE DES MATIÈRES 


Chapitre 1. — Vecteurs — Produit scalaire (Révision) 11 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


Chapitre 2. — Généralités — Représentations paramé- 
triques dune droite . . . . . . . . + 26 
Chapitre 3. — Barycentre . . . . . . . . . + + + . 35 
. Chapitre 4. — Repère orthonormé. Droite et plan . . 49 
Chapitre 5. — Repére orthonormé. Sphére. Cylindre. 
CONE, s ahi eV uoo. ved mod, ES E à 62 
Chapitre 6. — Hélice circulaire . . . . . . . . . . 72 
Chapitre 7. — Vecteur variable fonction d’un paramètre 81 


GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 


Chapitre 8. — Représentation du point . . . . . . . 94 
Chapitre 9. — La droite . . . . . . . + + + + . . 102 
Chapitre 10. — Le plan ............. 115 
Chapitre 11. — Changement de plan de projection . . 126 
Chapitre 12. — Intersections de droites et de plans . . 137 
Chapitre 13. — Positions relatives des droites et des 

plans cea, Meet dox ts 1 144 


GÉOMÉTRIE ORIENTÉE ET TRANSFORMATIONS 


Chapitre 14. — Arcs et angles orientés . . . . . . . 158 
Chapitre 15. — Puissance. Axe radical . . . . . . . 181 
Chapitre 16. — Cercles orthogonaux . . . . . . . . 191 


566 


Chapitre 
Chapitre 


Chapitre 
Chapitre 


Chapitre 
Chapitre 
Chapitre 
Chapitre 
Chapitre 
Chapitre 
Chapitre 


Chapitre 
Chapitre 


Chapitre 


Chapitre 
Chapitre 
Chapitre 
Chapitre 
Chapitre 
Chapitre 


30. 


31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 


TABLE DES MATIÈRES 


Faisceaux linéaires de cercles 
Polaire d'un point par rapport à un 
Cercle- sos Ses s 


Transformations sonctüellés. Gina: 
lités . . . . . . 


Figures égales. Figures isométriques. 
Translation . . . . . . . . 
Rotation plane . . . . . . + + + + 
Rotation autour d'un axe . . 
Retournements 

Symétries : 

Homothétie . . . . . . 

Similitude . . . . . . . v E 
Affinité (Géométrie Stee Rabatte- 
ment (Géométrie descriptive) 


Inversion. . . . . . o Ae A ër Š 
Transformation par polaires  réci- 
proques (Géométrie plane) 


LES CONIQUES 


Définition et propriétés élémentaires des 
coniques . . . . . i 

Équation des coniques 

La parabole . . : 
Tangentes aux coniques Dias E 
Coniques et affinité orthogonale . 
Directrices d'une conique . . 

Sections coniques 


Problémes de récapitulation et d'examen 


199 


214 


225 


231 
242 
254 
267 
279 
292 
321 


335 
356 


387 


394 
408 
436 
451 
475 
491 
506 
526 


Imprimé en Belgique 
Avril 1964 - N° 7093 
Imprimerie Saint-Luc à Ramegnies-Chin 
Dépôt légal : 2e trimestre 1964 
N° d'éditeur : 12.474 


